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Kapitel 1.

Geschichten aus dem Leben

Les mathématiciens n’étudient pas des objets,
mais des relations entre les objets.

HENRI POINCARE (1854-1912)

Die Kategorientheorie vereinheitlicht Methoden aus sehr unterschiedlichen Berei-
chen der reinen Mathematik. Deswegen wollen wir zuerst in einige dieser Bereiche
,hineinschauen” und ihren gemeinsamen Nenner herausstellen. Dies kann freilich
nur schemenhaft geschehen, aber wir wollen uns zumindest die Zeit nehmen, ein
Beispiel — ndmlich die Gruppentheorie — sorgfaltig zu betrachten.

1.1. Ein ausfiihrliches Beispiel: Gruppen

Definition 1.1.1. Eine Gruppe ist eine Menge G, zusammen mit einer Verkniipfung
GxG—G,(g9)— g=xg, die folgende Eigenschaften erfiillt:

1. ASSOZIATIVITAT. Fiir alle g, ¢/, ¢" € G gilt (g% ¢') *xg" = g* (¢ *¢").

2. UNITALITAT. Es gibt ein 1 € G mit g*1 = ¢ = 1 * g. Wir nennen dann 1 ein
neutrales Element.

3. INVERTIERBARKEIT. Fiir jedes ¢ € G gibteseinh € Gmitgxh=1=hxg.
Wir nenen h ein zu g inverses Element.

Wir nennen eine Gruppe abelsch, wenn zusétzlich folgendes gilt:
4. KOMMUTATIVITAT. Fiir alle g, ¢’ € G gilt g« ¢’ = ¢’ x g.

Je nach Kontext schreiben wir die Verkniipfung auch als ,,+" oder ,-“, oder lassen
sie, wie einen Malpunkt, auch ganz weg.
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Proposition 1.1.2. Neutrale und inverse Elemente sind eindeutig.

Beweis. Seien 1,1’ € G zwei neutrale Elemente. Dann gilt 1 = 1% 1’ = 1'. Sei ferner
¢ € G und seien I, ' € G zwei zu g inverse Elemente. Dann gilt schon

h=hx1=hx*(g*xh')=(hxg)«h =1xh"=H. O

Beispiel 1.1.3.

1.

4.

Die ganzen Zahlen Z = {...,—2,-1,0,1,2,... } bilden beziiglich der Additi-
on eine Gruppe; das neutrale Element ist 0.

. Fiir jede natiirliche Zahl n wird die Menge Z, = {0,...,n —1} durch

k+kK :=k+k modn

zu einer Gruppe, die wir die nte’ Restklassengruppe nennen. Das neutrale Ele-
ment ist 0 und das Inverse von k ist n — k.

. Fiir jede natiirliche Zahl n wird die Teilmenge der komplexen Zahlen

Ch={zeCz"=1}={e";kezZ}CcC
zusammen mit der komplexen Multiplikation zu einer Gruppe, die wir nte

Einheitswurzelgruppe nennen, siehe Abbildung 1.1. Das neutrale Element ist
die komplexe 1 = ¢° und das Inverse von z ist das komplex konjugierte Z.

Fiir jede Menge X wird die Menge S(X) aller bijektiven Selbstabbildungen
f: X — X durch die Verkettung von Abbildungen (g, f) — g o f zu einer
Gruppe. Das neutrale Element ist die Identitdtsabbildung idx mit idx(x) = x
und das zu f inverse Element ist die Umkehrfunktion f 1. Fiir eine natiirliche
Zahl n nennen wir S, := &({1,...,n}) auch die nte symmetrische Gruppe.

. Fiir einen Korper K und eine natiirliche Zahl 7 ist die Menge GL, (K) aller

invertierbaren (n x n)-Matrizen tiber K zusammen mit der Matrixmultipli-
kation eine Gruppe. Das neutrale Element ist die Einheitsmatrix.

Als ndchstes mochten wir zwei gegebene Gruppen vergleichen konnen. Dies ge-
schieht, indem wir Abbildungen zwischen ihnen betrachten, die ,kompatibel” mit
der Gruppenstruktur sind.

Definition 1.1.4. Eine Abbildung ¢: G — H zwischen zwei Gruppen heifst Homo-
morphismus, falls ¢(g * ¢') = ¢(g) * p(¢’) fiir alle g, ¢’ € G gilt.

THo6ho, Ente.
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Abbildung 1.1. Die Einheitswurzelgruppe Cs als Teilmenge der komplexen Ebene.

Beispiel 1.1.5.
1. Fiir jede Gruppe (G, %) ist die Identititsabbildung id¢ ein Homomorphismus.

2. Fiir jede ganze Zahl n ist die Abbildung y,: Z — Z mit yu,(k) = n -k ein
Homomorphismus, denn es gilt

pn(k+k)=n-(k+k)=n-k+n -k = pu(k) + pa(k).

3. Fiir jede natiirliche Zahl n haben wir einen Homomorphismus ¢,,: Z, — C,
27mtik

mit ¢, (k) = e”n : Wir erinnern uns, dass k + k' = k+ k' mod n. Schreiben
wir r := k+ k' mod n, dann gibt es s € Z mit r +sn = k+ k', also

Pulk+ k) = e = UK =) — o552 — (k) - g (K).

4. Fir jede ganze Zahl m und z € C, gilt (z")" = (z")" = 1" =1, also z" € C,,.
Ferner ist i,,: C, — C, mit ¢y, (z) = 2" ein Homomorphismus, denn es gilt

Pu(z-2) = (2-2)" = 2" 2" = Pu(z) - ().

Proposition 1.1.6. Sind ¢: G — H und ¢: H — F zwei Homomorphismen, so ist die
Verkettung ¢ o ¢: G — F wieder ein Homomorphismus.

Beweis. Seien g,¢’ € G. Dann gilt

P(p(g*g'))
P(9(8) *9(g))
(¢(8)) *p(9(s))
= (po¢)(g) * (Yop)(g) O

(poo)(g*g')
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Definition 1.1.7. Ein Homomorphismus ¢: G — H heif$st Isomorphismus, wenn es
einen Homomorphismus ¢: H — G mit ¢y o ¢ = idg und ¢ o = idy gibt. In
diesem Fall nennen wir G und H isomorph, schreibe G = H.

Proposition 1.1.8. Ein Homomorphismus ¢: G — H ist genau dann ein Isomorphismus,
wenn ¢ bijektiv ist.

Beweis. Falls ¢ ein Isomorphismus ist, so gibt es nach Definition insbesondere eine
Umkehrabbildung, wodurch ¢ schon bijektiv ist. Sei umgekehrt angenommen, dass
¢ ein bijektiver Homomorphismus ist und sei ¢y: H — G die Umkehrfunktion. Wir
miissen zeigen, dass ¢ wieder ein Homomorphismus ist. Seien hierzu h, ' € H.
Setzen wir ¢ == ¢(h) und g’ := (h’), so gilt

p(hxh') =p(p(g) x (&) = p(p(gxg") = g*& = p(h) *p(K'). O

Beispiel 1.1.9. Die Abbildung ¢,,: Z, — C, aus Beispiel 1.1.5:3 ist bijektiv und
deshalb schon ein Isomorphismus von Gruppen. Es gilt also Z,, = C,,.

Beweis. Sowohl Z,, als auch C, enthalten n Elemente, weswegen es reicht, Surjek-
tivitdt zu priifen. Um dies zu tun, bemerken wir, dass jedes k € Z geschrieben
werden kann als [ 4 sn mit 0 </ < n und s € Z. Dann gilt

2mik 27ti-(14sn)

en —e a1 :4)”(1) ]
Beispiel 1.1.10. Die Gruppen &, = &({1,2}) und Z; sind isomorph: Wir bemerken,
dass &; auch zwei Elemente enthélt, ndmlich die Identitdtsabbildung id und die

Abbildung 7, die 1 und 2 vertauscht. Die Abbildung w: Z,; — &,, die 0 auf id und
1 auf 7 schickt, ist bijektiv, und auch ein Homomorphismus, denn es gilt

w(0+0) = w(0) = id = id oid = w(0) 0 w(0),
w(140)=w(l)=1 = toid = w(1) cw(0),
wO0+1)=w(l)=1 =idot =w(0) cw(1),
w(l+1)=w(0)=id= 107 =w(l)ow(l).

Beispiel 1.1.11. Bezeichne F, den eindeutigen Korper mit zwei Elementen. Dann
sind die Gruppen &3 und die Matrixgruppe GL;(IF;) isomorph. (Dies ist nicht
offensichtlich; Ihr konnt Euch ja mal daran versuchen!)

Grob gesagt unterscheiden sich isomorphe Gruppen lediglich in der Benennung
ihrer Elemente, nicht aber in ihrer internen Struktur. Eine ,, gute” Eigenschaft, die
eine gegebene Gruppe entweder haben oder nicht haben kann, ist also ,,invariant
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unter Isomorphie”. Das heifst: Falls G = H gilt, so hat G diese Eigenschaft genau
dann, wenn H sie hat.

Beispiel 1.1.12. Seien G und H zwei isomorphe Gruppen. Dann ist G genau dann
abelsch, wenn H abelsch ist — abelsch zu sein ist also eine Isomorphieinvariante.

Beweis. Sei ¢: G — H ein Isomorphismus von Gruppen, mit Umkehrabbildung .
Wir nehmen an, dass G abelsch ist, und wollen zeigen, dass H abelsch ist. Seien
hierzu h,h' € H. Wenn wir wieder ¢ := ¢(h) und ¢’ := ¢(I’) schreiben, dann gilt

hxh' =¢(g) xp(g) = p(gx8") = p(g'*8) = p(g") * p(g) =h' *h.

Die andere Richtung folgt auf die gleiche Weise, durch Vertauschen der Rollen von
G und H, wobei wir die Symmetrie von Isomorphie ausnutzen. O

1.2. Ein paar Semester im Schnelldurchlauf

Wie versprochen schauen wir nun in einige andere Bereiche der reinen Mathematik
hinein; nur um zu sehen, dass hier vieles dhnlich aussieht. Wir fangen klein an,
wachsen aber sehr schnell.

Beispiel 1.2.1 (Mengen). Eine Menge X ist eine Zusammenfassung von Elementen.
Fiir jede Menge X gibt es die Identititsabbildung idx: X — X, die definiert ist durch
idx(x) = x. Eine Abbildung f: X — Y zwischen Mengen heif3t bijektiv, wenn es
eine Abbildung g: Y — X gibt, die go f = idx und f o g = idy erfiillt. Dies ist
dquivalent dazu, dass es fiir jedes Element y € Y genau ein Element x € X gibt,
das f(x) = y erfillt. In diesem Fall nennen wir X und Y gleichmiichtig.

Die Kardinalitit einer Menge ist die Anzahl? ihrer Elemente. Gleichméchtige Men-
gen haben dieselbe Kardinalitdt — Kardinalitét ist also eine ,Isomorphieinvariante”
fiir Mengen. Es ist auch die einzige: Zwei Mengen sind genau dann gleichméchtig,
wenn sie dieselbe Kardinalitdt haben.

Beispiel 1.2.2 (Vektorrdume). Sei K ein Korper. Ein Vektorraum iiber K, oder kurz K-
Vektorraum, ist eine abelsche Gruppe V, deren Verkniipfung wir mit , 4" notieren,
zusammen mit einer Skalarmultiplikation K x V. — V, (A, v) — A - v, die gewisse
Eigenschaften erfiillt (Unitalitat und Distributivitdt). Das Standardbeispiel ist K",

2Dies muss im Fall, dass die gegebene Menge unendlich viele Elemente hat, prézisiert werden, und
je nach dem, wie man es formalisiert, ist die Aussage ,,Zwei Mengen sind genau dann gleichmaéchtig,
wenn sie dieselbe Kardinalitdt haben.” tautologisch. Es reicht aber, wenn Ihr im Moment tiber
endliche Mengen nachdenkt.
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zusammen mit der koordinatenweisen Addition und Skalarmultiplikation. Eine
Abbildung ¢: V — W zwischen K-Vektorraumen heifst linear, falls

P(v+7") =p(v) +¢(v) (fiir v,0' € V)
Pp(A-v) =A-p(v) (furA e K, veV)

gilt. Fiir jeden Vektorraum V ist die Identitdtsabbildung idy linear. Sind ¢: V. — W
und ¢: W — U zwei lineare Abbildungen, dann ist ) o ¢: V — U ebenfalls linear.

Eine lineare Abbildung ¢: V — W heifst Isomorphismus, wenn es eine lineare
Abbildung ¢: W — V gibt mit ¢ o ¢ = idy und ¢ o ¢ = idy. Dies ist dquivalent
dazu, dass ¢ bijektiv ist. In diesem Fall nennen wir V und W isomorph.

Jeder Vektorraum hat eine Basis. (Dies ist eine Konsequenz aus dem Lemma
von Zorn.) Die Dimension eines Vektorraumes V ist die Kardinalitdt einer Basis
von V, und man kann zeigen, dass dies nicht von der Wahl der Basis abhangt.
Isomorphe Vektorraume haben dieselbe Dimension — Dimension ist also eine
,Isomorphieinvariante” fiir Vektorrdume. Es ist auch die einzige: Zwei Vektorrdume
sind genau dann isomorph, wenn sie dieselbe Dimension haben.

Beispiel 1.2.3 (Algebren). Sei K ein Korper. Eine K-Algebra ist ein K-Vektorraum
A, zusammen mit einer bilinearen Abbildung A x A — A, (a,a’) — a e a’, genannt
Multiplikation. Wir fordern Assoziativitdt und die Existenz eines multiplikativ
neutralen Elements 14 € A. Eine prominente K-Algebra ist der Vektorraum K"*"
aller (n x n)-Matrizen, zusammen mit der Multiplikation von Matrizen.

Eine Abbildung ¢: A — B zwischen K-Algebren heifst Algebrenhomomorphismus,
wenn sie linear ist und ferner

¢(14) = 15,
p(aea’) = p(a)ep(a) (a,a € A)

gilt. Fiir jede Algebra A ist die Identitdtsabbildung id4 ein Algebrenhomomorphis-
mus. Sind ¢: A — B und ¢: B — C zwei Algebrenhomomorphismen, dann ist
po¢: A — C ebenfalls ein Algebrenhomomorphismus.

Ein Algebrenhomomorphismus ¢: A — B heifst Isomorphismus, wenn es einen
Algebrenhomomorphismus ¢: B — A gibt mit o ¢ = id4 und ¢ o ¢ = idp. Dies
ist dquivalent dazu, dass ¢ bijektiv ist. In diesem Fall nennen wir A und B isomorph.

Das nachfolgende Beispiel kommt nicht mehr aus der Algebra, sondern aus der
Geometrie, und bedarf einer kleinen Erzdhlung: Ein ,Raum” ist eine Menge, auf
der es einen Begriff von ,Nédhe” gibt. Dieser konnte tiber eine Abstandsfunktion
(d. h. eine , Metrik”) etabliert werden, aber es stellt sich heraus, dass diese fiir das
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X Y

Abbildung 1.2. Die Teilmengen X und Y des IR? sind nicht homdomorph, weil X zwei
Wegkomponenten hat, aber Y nur eine.

Studium der ,Formen” reichlich tiberfliissige Informationen enthélt. Es scheint nur
relevant zu sein, zu wissen, was es heifst, einem Punkt beliebig nahe zu kommen;
,grofse” Abstdnde sind komplett egal. Dies wird formalisiert durch den Begriff
einer ,offenen Teilmenge”: Anschaulich gesprochen ist eine Teilmenge U eines
Raumes ,offen”, wenn fiir jeden Punkt x € U folgendes gilt: Will ich dem Punkt x
beliebig nahe kommen, dann werde ich ab irgendeinem Zeitpunkt zwangsweise
selbst in U liegen. Nun aber genug der Gleichnisse, hier die Definition:

Beispiel 1.2.4 (Topologische Rdume). Ein topologischer Raum ist eine Menge X,
zusammen mit einer Menge 7 von Teilmengen von X, die gewisse Eigenschaften
(7 enthélt X und @& und ist stabil beziiglich beliebiger Vereinigungen und endlicher
Schnitte) erfiillt. Wir nennen U C X offen, wenn U € T gilt. Jede Teilmenge X des
R" wird auf folgende Weise zu einem topologischen Raum: Eine Teilmenge U C X
sei offen, wenn es fiir jedes x € U ein ¢ > 0 gibt mit {x’ € X; [|x’ — x| < e} C U.

Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen heifst stetig, wenn fiir
jede offene Menge V C Y auch f~1(V) C X offen ist. Fiir die obige Klasse von Bei-
spielen ist dies dquivalent zur bekannteren ,e-6-Definition” von Stetigkeit aus der
Analysis (Ubung). Fiir jeden topologischen Raum X ist die Identititsabbildung idx
stetig. Sind f: X — Y und g: Y — Z stetig, dann ist go f: X — Z ebenfalls stetig.

Eine stetige Abbildung f: X — Y heifst Homoomorphismus, wenn es eine stetige
Abbildung ¢: Y — X gibt, fiir die go f = idx und f o g = idy gilt. Dies ist nicht
dquivalent dazu, dass f bijektiv ist (betrachte z.B. f: [0,1) — {z € C; |z| = 1} mit
f(t) = €?™). Wenn ein Homdomorphismus f: X — Y existiert, dann nennen wir
X und Y homdomorph, schreibe X = Y.

Es gibt unzdhlige homdomorphieinvariante Eigenschaften, die topologische Rau-
me haben oder nicht haben konnen, hier nur einige: Erst- und Zweitabzahlbarkeit,
Kompaktheit, Wegzusammenhang (siehe hierzu Abbildung 1.2) oder die Haus-
dorffeigenschaft. Auch gibt es unzihlige Beispiele von Rdumen, die manche dieser
Eigenschaften erfiillen und andere nicht.

Beispiel 1.2.5 (Glatte Mannigfaltigkeiten). Eine glatte m-dimensionale Mannigfaltigkeit
ist ein zweitabzihlbarer Hausdorffraum?3 M, zusammen mit einer offenen Uberde-

3Im Wesentlichen: Er ist nicht zu groff und nicht zu grob.
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ckung (U;);c; von M und einer Familie von Homdomorphismen (¢;: U; — R™);¢j,
genannt Atlas, so, dass samtliche Verkettungen ¢; o ¢; '+ ¢;(U; N U;) — ¢;(U; N U;)
glatt im Sinne der mehrdimensionalen Analysis sind.

Eine stetige Abbildung f: M — N zwischen glatten Mannigfaltigkeiten (der Di-
mension m bzw. n) heif$t glatt, wenn fiir die gegebenen Atlanten (¢;: U; — R™);c;
und (¢;: V; = R")jc; alle Verkettungen

o7

oi(f (V) nly) —— fFH(V)NU; ¥j

]Ri’l

]

glatt im Sinne der mehrdimensionalen Analysis sind. Fiir jede glatte Mannigfaltig-
keit M ist die Identitatsabbildung id glatt. Sind f: M — N und g: N — L glatt,
so ist auch go f: M — L glatt.

Eine glatte Abbildung f: M — N heifst Diffeomorphismus, wenn es eine glatte
Abbildung g: N — M gibt, fiir die go f = idy; und f o g = idy gilt. In diesem Fall
nennen wir M und N diffeomorph, schreibe M = N.

Sind M und N diffeomorph, so sind insbesondere ihre unterliegenden topologi-
schen Rdume homoomorph, d.h. alle topologischen Invarianten (z. B. Kompaktheit)
sind auch Invarianten fiir glatte Mannigfaltigkeiten. Die Umkehrung gilt nicht: So
gibt es zum Beispiel auf der 7-dimensionalen Sphire S” mehrere glatte Struktu-
ren, sogenannte ,exotische Spharen”. Eine weitere Diffeomorphieinvariante glatter
Mannigfaltigkeiten ist ihre Dimension.

Das letzte Beispiel kombiniert fast alle vorherigen Beispiele. Anschaulich gespro-
chen ist ein n-dimensionales Vektorbiindel ein Raum X, bei dem ,iiber” jedem
Punkt x € X ein n-dimensionaler Vektorraum E, lebt, der ,stetig” in X variiert.
Stellt man sich X als etwas ,,Horizontales” und den Vektorraum E, iiber jedem x
als etwas dazu , Orthogonales” vor, gelangt man zu Abbildung 1.3. Formal werden
diese Daten , gebiindelt”, indem man einen grofSen Raum E = |J,x{x} x E, bildet:

Beispiel 1.2.6 (Vektorbiindel). Sei n > 0 eine nattirliche Zahl. Ein n-dimensionales
Vektorbiindel ist eine stetige Abbildung p: E — X von topologischen Raumen,
zusammen mit einer n-dimensionalen Vektorraumstruktur auf allen Urbildern
E, = pfl(x) C E so, dass eine Stetigkeitsbedingung (,lokale Trivialitat”) erfiillt ist.

Seien p: E — X und p': E' — X’ zwei Vektorbiindel. Ein Morphismus von Vek-
torbiindeln ist ein Paar (f, f) von stetigen Abbildungen f: E — E' und f: X — X’
so, dass p' o f = f o p gilt und jede Einschrankung fy: Ey — E}(y) linear ist. Fiir
jedes Vektorbtindel p: E — X ist das Paar id, := (idg,idx) ein Morphismus. Sind
(f,f):p — p und ($,9): p — p" zwei Morphlsmen von Vektorbiindeln, so ist

2
auch (§,8) o (f,f) == (g0 f,g0f): p — p" ein Morphismus von Vektorbiindeln.
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Ex

Abbildung 1.3. ,I just love sheaves. They have algebra this way (and he sliced his hand
up and down) and topology this way (and he sliced his hand left to right).” — Donald C.
Spencer (1912—2001), beschrieben in den Mathematical Apocrypha von Steven G. Krantz.

Ein Morphismus (f, f): p — p’ von Vektorbiindeln ist ein Isomorphismus, wenn es
einen Morphismus (¢,¢): p’ — p mit ($,¢) o (f,f) =id, und (f,f) o ($,8) = idy
gibt. In diesem Fall nennen wir p und p’ isomorph. Erstaunlicherweise kann auch
diese Beschreibung in Topologie und Algebra zerlegt werden: Ein Morphismus
(f, f) ist genau dann ein Isomorphismus, wenn f ein Homéomorphismus ist und
jedes fx: E, — E}(x) ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist.

Klassische Isomorphieinvarianten von Vektorbiindeln tiber demselben Grund-
raum X sind sogenannte charakteristische Klassen, die mit einem méchtigen Werk-
zeug aus der Algebraischen Topologie, der Kohomologie, beschrieben werden.

Wir stellen also fest: In der Mathematik interessiert man sich fiir verschiedene
Klassen von Objekten (Mengen, Gruppen, topologische Raume usf.), fiir die es
jeweils einen ,nattirlichen” Begriff von Morphismen, also Pfeilen zwischen ihnen
(Abbildungen, Homomorphismen, stetige Abbildungen usf.), gibt. Morphismen
konnen verkettet werden und fiir jedes Objekt gibt es einen Identitdtsmorphismus,
der ,nichts tut”. Dadurch kann definiert werden, was es fiir einen Morphismus
heifdt, ein Isomorphismus zu sein: Es soll quasi einen ,Umkehrmorphismus” geben.
In Tabelle 1.1 sind die begrifflichen Entsprechungen noch einmal dargestellt.

1.3. Funktorielle Zuordnungen

Viele Konstruktionen in der reinen Mathematik bauen aus einem Objekt aus einer
der oben beschriebenen Welten ein Objekt aus einer anderen Welt — z. B. aus einem
Raum eine Algebra. Erstaunlich oft sind diese Konstruktionen , funktoriell”, das
heifst: Sie bauen nicht nur aus einem Objekt X ein Objekt FX in der anderen Welt,
sondern auch aus einem Morphismus f: X — Y einen Morphismus Ff: FX — FY.
Dies wird im Zuge der Kategorientheorie formalisiert, aber wir kennen schon jetzt
eine ganze Reihe von Beispielen:
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OBJEKT MORPHISMUS ISOMORPHISMUS
Menge Abbildung bijektive Abbildung
Gruppe Homomorphismus Isomorphismus
K-Vektorraum lineare Abbildung Isomorphismus
K-Algebra Algebrenhomomorphismus Isomorphismus
topologischer Raum stetige Abbildung Homdoomorphismus
glatte Mannigfaltigkeit glatte Abbildungen Diffeomorphismus
Vektorbiindel Morphismus von Vektorbiindeln Isomorphismus

Tabelle 1.1. Verschiedene Klassen von Objekten und ihre Morphismen und Isomorphismen.

Beispiel 1.3.1 (Teile der Struktur vergessen). Eine sehr einfache Klasse von Beispie-
len sind sogenannte , Vergisszuordnungen®:

1. Beijeder Gruppe G konnen wir die Verkniipfung vergessen und haben immer
noch eine Menge. Bei jedem Homomorphismus ¢: G — H von Gruppen
konnen wir vergessen, dass er kompatibel mit den Verkniipfungen war, und
haben immer noch eine Abbildung von Mengen. Das gleiche konnen wir mit
Vektorrdaumen und linearen Abbildungen sowie mit topologischen Raiumen
und stetigen Abbildungen machen.

2. Bei einer KK-Algebra konnen wir die Multiplikation und das Einselement ver-
werfen und uns den zugrundeliegenden Vektorraum merken. Ein Algebren-
homomorphismus ist insbesondere eine lineare Abbildung.

3. Bei einer glatten Mannigfaltigkeit M konnen wir den Atlas verwerfen und
uns nur den zugrundeliegenden topologischen Raum merken. Eine glatte
Abbildung f: M — N ist insbesondere eine stetige Abbildung zwischen den
zugrundeliegenden topologischen Raumen.

4. Bei einem Vektorbtindel p: E — X konnen wir p und E vergessen und uns
nur den Raum X merken. Fiir jeden Morphismus (£, f) von Vektorbiindeln
kénnen wir f vergessen und uns die stetige Abbildung f: X — X’ merken.

Beispiel 1.3.2 (Linearisieren). Sei K ein Koérper. Dann konnen wir fiir jede Menge
X den Vektorraum aller formalen Linearkombinationen

r
]K<X> = {Z/\i-xi; A €K x; € X}

i=1

betrachten, mit der naheliegenden Vektoraddition und Skalarmultiplikation. Dieser
Vektorraum hat die Menge X als Basis. Sei nun f: X — Y eine Abbildung von
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1.3. Funktorielle Zuordnungen

Mengen. Dann haben wir eine lineare Abbildung K(f): K(X) — K(Y) mit

]K<f> <i1/\1 : X,‘) = 2/\1' : f(xi).

Beispiel 1.3.3 (Tensoralgebren). Sei K ein Korper und V ein Vektorraum tiiber K.
Dann konnen wir die Tensoralgebra

T(V)=@V¥=KoVe(VeV)e(VeaveV)o---
r=0

betrachten. Elemente in T(V) sind also Linearkombinationen von Summanden der
Form v; ® - - - ® v,. Dieser Vektorraum wird auf folgende Weise zu einer K-Algebra:
Fiir vy,...,0,,0),...,0; € V setzen wir

/ /

(1@ ®v,)e (V@ R0,)=1;Q Q0,0 Q0.
Seinun f: V — W eine lineare Abbildung. Dann haben wir einen Algebrenhomo-
morphismus T(f): T(V) — T(W), der auf Basisvektoren definiert ist als

T (1@ - ®0v,) = f(v1) @ @ f(vy).

Beispiel 1.3.4 (Diskrete und triviale Topologie). Sei X eine Menge. Dann gibt es
zwei sehr unkreative Moglichkeiten, aus X einen topologischen Raum zu machen,
und beide sind funktoriell:

1. Jede Menge in X wird als offen angesehen. Wir nennen dies die diskrete
Topologie auf X und notieren den resultierenden topologischen Raum als X gjsk.
Ist f: X — Y eine Abbildung von Mengen, dann ist f stetig als Abbildung
Xgisk = Yaisk: Wir miissen nur priifen, dass das Urbild jeder offenen Menge
wieder offen ist, aber in Xg;qx sind alle Teilmengen offen.

2. Nur @ und X selbst werden als offen angesehen. Wir nennen dies die triviale
Topologie auf X und notieren den resultierenden topologischen Raum als Xiyy.
Ist f: X — Y eine Abbildung von Mengen, dann ist f stetig als Abbildung
Xiriv — Yaiv: Wir miissen nur priifen, dass die Urbilder von @ und Y offen
sind; diese sind aber @ und X.

Wir bemerken an dieser Stelle, dass in allen bisherigen Beispielen die jeweilige
Zuordnung F die Gleichungen Fidx = idrx sowie F(go f) = Fgo Ff erfiillt.

11



Kapitel 1. Geschichten aus dem Leben

Abbildung 1.4. Der Tangentialraum TyS? an einem Punkt x auf der Kugeloberfliche S2.
(https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Image_Tangent-plane.svg, Public Domain)

Folgerung 1.3.5. Sei F eine funktorielle Zuordnung und sei f: X — Y ein Isomorphismus
in der ,,Welt links”.# Dann ist auch Ff: FX — FY ein Isomorphismus.

Beweis. Weil f ein Isomorphismus ist, gibt es einen Pfeil g: Y — X mit go f = idx
und f o g = idy. Dann gilt aber auch Fgo Ff = F(go f) = Fidx = idrx, und
gleichermafien Ff o Fg = idpy. O

Beispiel 1.3.6 (Tangentialbiindel und Differential). Ist M eine glatte m-dimensionale
Mannigfaltigkeit und x € M, so kann man den Tangentialraum T, M an M defi-
nieren, zum Beispiel als Menge aller Aquivalenzklassen von glatten Abbildungen
w: (—=1,1) = M mit a(0) = x, wobei a ~ B, falls &(powa)(0) = &(pop)(0) fiir
eine Karte ¢: U — R” um x gilt. Man kann zeigen, dass Ty M die Struktur eines
m-dimensionalen Vektorraumes tragt, und man kann ihn sich gut vorstellen als
,Ebene, die sich in x an M anschmiegt”, siehe Abbildung 1.4.

Man kann nun, wie oben angedeutet, alle Tangentialraume zu einem einzigen
Raum® TM := U,ep{x} x TxM ,biindeln” und erhilt ein m-dimensionales Vektor-
biindel p: TM — M, das sogenannte Tangentialbiindel, mit p(x,v) = x.

Ist f: M — N eine glatte Abbildung, so ist die Abbildung T, f: TxM — Tfx)N
mit Ty f([a]) = [f o «] linear, genannt Differential. Man kann zeigen, dass das Paar
Tf = (Uyex{x} X Txf, f) ein Morphismus von Vektorbiindeln ist. Wir wollen uns
noch davon iiberzeugen, dass auch diese Zuordnung kompatibel mit Identitdten
und Verkettungen ist: Hierbei folgt , Tidy = idrpm—m” direkt durch Ausschreiben
der Definitionen. Abschliefsend besagt eine Umformulierung der aus der Schule
bekannten Kettenregel: Fiir glatte Funktionen f: M — N und g: N — L sowie
x € Mgilt Te(go f) = (Tf)8) © (Txf), und das heifit T(go f) = Tgo Tf.

4Hier wird schon offenkundig, dass wir eine verniinftige Metasprache brauchen.

5Es ist nicht ganz einfach, die Topologie auf TM zu definieren, aber falls M C RF eine Unterman-
nigfaltigkeit ist, dann geht es leicht: Dann kann man namlich T,y M als Untervektorraum von R¥
auffassen und setzt TM := {(x,v) € M x R¥; v € TyM} mit der Teilraumtopologie von M x R¥.
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1.4. Freie Objekte

(glatte Mannigfaltigkeiten)

it TJ{
/
I

{\ (Vektorbiindel) (K-Algebren)
o o
(topologische Raume) (K-Vektorraume) (Gruppen)
3 (—)disk WKF) /////
(uiv ‘ (Me;gen) :

Abbildung 1.5. Die bisher beschriebenen funktoriellen Zuordnungen, wobei die gestrichel-
ten Pfeile die , Vergisszuordnungen” sind. Die zwei Wege, um von glatten Mannigfaltigkei-
ten zu topologischen Réaumen zu kommen, stimmen tatsdchlich tiberein (Ubung!). Dass in
diesem Diagramm zwei Pfeile T (bzw. T(—)) heiflen, ist bedauerlich, aber Standardnotation
— es sind ja auch zwei verschiedene Welten.

Wir sammeln alle erwdhnten ,funktoriellen Zuordnungen” in Abbildung 1.5.
Dies sind bei Weitem nicht alle Pfeile, die man dort eintragen konnte: So ist zum
Beispiel die Algebraische Topologie durchzogen von etlichen funktoriellen Zuord-
nungen, etwa der Fundamentalgruppe oder der singuldren (Ko-)Homologie.

1.4. Freie Objekte

In diesem letzten Abschnitt wollen wir ein weiteres Phianomen beschreiben, das an
verschiedensten Stellen der Mathematik auftaucht, nimlich sogenannte freie Objekte.
Wir starten mit einem Beispiel, das vielleicht aus der Linearen Algebra bekannt ist.

Beispiel 1.4.1. Sei V ein K-Vektorraum, sei X C V eine Basis fiir V und sei W ein
weiterer IK-Vektorraum. Dann ldsst sich jede Abbildung von Mengen f: X — W
,linear fortsetzen”, d.h. es gibt eine eindeutige lineare Abbildung f*: V — W mit
ff|x = f. Diese ist wie folgt gegeben: Jedes Element v € V lésst sich eindeutig
schreiben als v =} _; A; - x; mit A; € Kund x; € X. Dann setzen wir

f* <2A" : xi> = im F(x;) €W,

Diese Beobachtung kénnen wir auch etwas anders ausdriicken: Zunéchst stellen
wir fest, dass V isomorph zu dem Vektorraum K(X) aus Beispiel 1.3.2 ist, denn
beide Vektorrdaume haben X als Basis. Sind wir etwas pedantischer und unter-
scheiden zwischen dem Vektorraum W und der zugrundeliegenden Menge UW,
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Kapitel 1. Geschichten aus dem Leben

sowie zwischen einer linearen Abbildung ¢ und seiner zugrundeliegenden Ab-
bildung U¢ zwischen den zugrundeliegenden Mengen, so erhalten wir also eine
1:1-Korrespondenz von Mengen von Morphismen

{lineare Abbildungen K(X) — W} <> {Abbildungen X — UW},
¢ — (Up)|x
fiei f

Wir nennen K(X) den freien Vektorraum iiber der Menge X (diese Bezeichnung hitten
wir auch schon in Beispiel 1.3.2 einfithren kdnnen, aber hier passt es besser in die
Geschichte). Das Wort ,frei” kann hier als ,maximale Anzahl an Freiheitsgraden,
mit X als Erzeugendensystem” gelesen werden. Dariiber hinaus erklart sich die
Wortwahl ,frei” dadurch, dass es in IK(X) keine ,Abhingigkeiten” zwischen den
Elementen aus X wie z.B. x = 2y gibt, weil diese ja linear unabhingig sind.

Wir bemerken, dass in diesem Beispiel schon zwei ,Welten” involviert sind, ndm-
lich K-Vektorraume und Mengen, sowie zwei funktorielle Zuordnungen zwischen
diesen Welten, ndmlich die Vergisszuordnung U sowie die Konstruktion K(—). Die
obige 1:1-Korrespondenz beschreibt also eine , Verschrankung” zwischen diesen
beiden Zuordnungen, die wir spater Adjunktion nennen werden. Wir wollen noch
einige weitere, dhnlich funktionierende Beispiele untersuchen, wobei wir der obi-
gen Begriffsbildung folgen und die Bezeichnung ,frei tiber” verwenden, wenn es
eine dhnliche 1:1-Korrespondenz gibt.

Beispiel 1.4.2. Sei V ein K-Vektorraum. Wir bemerken zunéchst, dass V in T(V)
enthalten ist, als Unterraum aller v; ® - - - ® v, mit r = 1. Sei nun B eine K-Algebra,
mit zugrundeliegendem K-Vektorraum UB. Dann gibt es fiir jede lineare Abbildung
¢: V — UB einen eindeutigen K-Algebrenhomomorphismus ¢*: T(V) — B mit
(U¢*)|y = ¢, und dieser ist gegeben durch

P(01® - @0,) = P(v1) o - 0 p(oy).

Anschaulich gesprochen liegt das daran, dass T (V) alle ,formalen” Produkte von
Elementen aus V enthilt, und zwischen ihnen keine weiteren Abhidngigkeiten wie
etwa v ® 20 = v ® v ® v gelten. Wir haben also wieder eine 1:1-Korrespondenz

{Algebrenhomomorphismen T(V) — B} <> {lineare Abbildungen V — UB}.

Anders ausgedriickt ist T(V) die freie (unitale, assoziative) K-Algebra tiber dem
K-Vektorraum V, auch wenn der Begriff , Tensoralgebra” tiblicher ist.
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Beispiel 1.4.3. Sei X eine Menge. Dann kénnen wir eine grofle Menge F(X) bauen,
die alle ,Worter” enthilt, deren ,Buchstaben” x™ oder x~ mit x € X sind, z.B.
atbtatb™ € F({a,b}). Die Linge des Wortes ist dabei egal; insbesondere gibt es
auch das leere Wort @. Es gilt dabei die Kiirzungsregel xtx~ = @ = x x*, d.h.
wannimmer ein Buchstabe und sein eigener Gegenspieler nebeneinander stehen,
toten sie sich. Durch das ,, Aneinanderketten” von Wortern wird F(X) zu einer
Gruppe, mit dem leeren Wort als neutralem Element, und mit Inversion gegeben
durch ,Wort von hinten nach vorne lesen, mit umgedrehten Vorzeichen”, also z. B.
(a*btat®”)"! = bTa b a". Dann kann X als die Teilmenge von F(X) aufgefasst
werden, die alle Worter der Form x fiir x € X enthélt. Wir bemerken, dass F(X) als
Gruppe von X erzeugt wird (d. h. die kleinste Untergruppe von F(X), die X enthilt,
ist schon ganz F(X)), aber ansonsten wieder maximale Unabhéngigkeit zwischen
den Elementen aus X herrscht; z. B. gilt keine Gleichung der Form atb~ b~ = &.

Eine freie Gruppe kennen wir bereits: Man priift leicht, dass Z isomorph zu
F({a}), also zur freien Gruppe tiber einem Alphabet mit einem Buchstaben ist.

Sei nun H eine weitere Gruppe, mit zugrundeliegender Menge UH. Dann gibt es
tiir jede Abbildung von Mengen f: X — UH einen eindeutigen Homomorphismus
f: F(X) — H mit (Uf*)|x = f, und dieser ist gegeben durch

O xf) = fla)™ s x fa)
Wir haben also eine 1:1-Korrespondenz von Mengen von Morphismen
{Homomorphismen F(X) — H} <> {Abbildungen X — UH}.

Anders ausgedriickt ist F(X) die freie Gruppe iiber der Menge X, und tatséchlich
ist das auch der iibliche Name fiir diese Gruppe.

Beispiel 1.4.4. Sei G eine Gruppe. Dann kénnen wir G kiinstlich , abelsch machen”,
indem wir die Untergruppe, die von allen Elementen der Form ghg_lh_1 erzeugt
wird, rausteilen. Der Quotient heifit Abelisierung G**. Die Quotientenabbildung
m: G — G ist ein Homomorphismus von Gruppen. Sei nun A eine abelsche
Gruppe, und um ganz genau zu sein, bezeichne UA die zugrundeliegende Gruppe,
von der wir nur vergessen haben, dass sie abelsch ist. Dann gibt es (im Wesentlichen
mithilfe des , fundamentalen Homomorphiesatzes”) fiir jeden Homomorphismus
¢: G — UA einen eindeutigen Homomorphismus ¢*: G®* — A mit U¢* o 1 = ¢.
Wir haben also wieder eine 1:1-Korrespondenz von Morphismenmengen

{Homomorphismen G — A} > {Homomorphismen G — UA}.
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Kapitel 1. Geschichten aus dem Leben

Auch wenn es nicht ganz so aussieht, sind auch hier zwei , Welten” beteiligt,
ndmlich die der Gruppen und die der abelschen Gruppen.

Wir schliefien dieses Kapitel mit zwei Beispielen aus der Topologie ab, einem
naheliegenden — und einem eigentlich dhnlich banalem, aber leicht verstorendem:

Beispiel 1.4.5. Sei X eine Menge. Dann kdnnen wir wie in Beispiel 1.3.4:1 den topo-
logischen Raum Xk betrachten, d. h. die Punktemenge ist X und alle Teilmengen
sind offen. Sei Y ein weiterer topologischer Raum, dessen zugrundeliegende Menge
wir mit UY bezeichnen. Dann ist jede Abbildung f: X — UY schon stetig, wenn
wir sie als Abbildung zwischen Raumen Xg;sx — Y betrachten. Wir haben also eine
1:1-Korrespondenz

{stetige Abbildungen Xgsx — Y} <> {Abbildungen X — UY},

wodurch Xgisx zum freien topologischen Raum tiber der Menge X wird.

Beispiel 1.4.6. Sei Y eine Menge. Dann kénnen wir wie in Beispiel 1.3.4:2 den topolo-
gischen Raum Yy, betrachten, d. h. die Punktemenge ist Y und nur die Teilmengen
@ und Y selbst sind offen. Sei X ein topologischer Raum, dessen zugrundeliegende
Menge wir mit UX bezeichnen. Dann ist jede Abbildung f: UX — Y schon stetig,
wenn wir sie als Abbildung zwischen Rdumen X — Y, betrachten. Wir haben
also wieder eine 1:1-Korrespondenz, diesmal aber andersherum verschrankt

{Abbildungen UX — Y} <> {stetige Abbildungen X — Yy }.

Das letzte Beispiel zeigt, dass man sorgféltig unterscheiden sollte, welche der
beiden funktoriellen Zuordnungen welche Rolle in der , Verschrankung” spielt: ob
sie ,links” (also vor einem ,,—*“) oder ,rechts” (also nach einem ,—*) steht. Es
zeigt auch, dass eine Vergisszuordnung nicht notwendigerweise die rechte Rolle
tibernehmen muss — auch wenn dieser Fall deutlich hdufiger auftaucht.
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Kapitel 2.

Grundlagen

Perhaps the purpose of categorical algebra is
to show that which is trivial is trivially trivial.

PETER FREYD (*1936)

2.1. Kategorien

Bevor wir den Begriff einer Kategorie prazise machen konnen, miissen wir ein
subtiles mengentheoretisches Problem umgehen: Wir wiirden ndmlich gerne von
einem mathematischen Objekt sprechen konnen, das z. B. alle Mengen enthalt. Wie
einigen von Euch vielleicht bewusst ist, fiithrt dies schnell zu Widerspriichen, z. B.
der Menge {A; A ¢ A} aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten. Man 15st
diesen Konflikt, indem man sorgfaltig zwischen Klassen und Mengen unterscheidet:

Axiom 2.1.1. Wir passen die Axiome Mengenlehre in drei Schritten an:

1. Wir erinnern uns, dass eigentlich alles eine Menge ist, selbst die natiirlichen
Zahlen: 0 = o,1={2},2={9,{}} usf.

2. Wir nehmen an, dass es ein Grothendieck-Universum U gibt, in dem sich alles
abspielt. Ein solches Universum ist eine Menge, die grofs genug ist, dass
samtliche uns bekannten Mengenoperationen darin stattfinden kénnen (z. B.
N elU,oder X, Y el = X xY € U”). Ferner ist U transitiv, das heifst:
Falls X € U sowie x € X gilt, dann gilt auch x € U.

3. Wir shiften unsere Begriffe: Ab jetzt ist eine Menge ist ein Element in U,
wahrend eine Klasse eine Teilmenge von U ist.
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Durch die Transitivitdt des Universums ist jede Menge auch eine Klasse; die Umkeh-
rung gilt aber nicht. Eine Klasse, die keine Menge ist, nennen wir auch echte Klasse.
Jetzt sind wir gut geriistet, sauber zu definieren, was eine Kategorie ist:
Definition 2.1.2. Eine Kategorie C besteht aus folgenden Daten:
e Einer Klasse ob(C), deren Elemente wir Objekte von C nennen,

e Fiir je zwei Objekte X und Y eine Klasse C(X,Y), deren Elemente wir Mor-
phismen von X nach Y nennen. Wir schreiben f: X — Y fiir f € C(X,Y). Wir
nennen X Quelle und Y Ziel von f.

e Fiir drei Objekte X, Y und Z eine Abbildung «x: C(Y,Z) x C(X,Y) — C(X, Z),
die wir Verkettung nennen, schreibe g o f = x(g, f).

¢ Fiir jedes Objekt X einen bevorzugten Morphismus idx: X — X, den wir
Identititsmorphismus nennen.

Wir verlangen, dass folgende Eigenschaften gelten:

1. ASSOZIATIVITAT. (hog)o f =ho(gof) fir W Lox By g

2. UNITALITAT. idx o f = fund goidxy = gfuralle f: W - Xund g: X = Y.

Wir nennen C lokal klein, wenn alle C(X,Y) Mengen sind, und wir nennen C klein,
wenn zusitzlich ob(C) eine Menge ist.

Beispiel 2.1.3. Wir kennen schon viele Beispiele, die alle lokal klein sind (weil alle
Objekte hier insbesondere Mengen sind und alle C(X, Y) Teilmengen der Menge
aller Abbildungen f: X — Y sind):

1. Die Kategorie Set, deren Objekte alle Mengen und deren Morphismen Abbil-
dungen zwischen diesen sind.

2. Die Kategorien Grp bzw. Ab, deren Objekte alle (abelschen) Gruppen und
deren Morphismen alle Homomorphismen von Gruppen sind.

3. Fiir einen Korper K die Kategorien Vectx und Algy, deren Objekte alle
K-Vektorrdume bzw. K-Algebren und deren Morphismen alle linearen Ab-
bildungen bzw. Algebrenhomomorphismen sind.

4. Die Kategorie Top aller topologischen Raume mit stetigen Abbildungen.
5. Die Kategorie Mfd aller glatten Mannigfaltigkeiten mit glatten Abbildungen.

6. Die Kategorie VBun aller Vektorbiindel mit ihren Morphismen.
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Beispiel 2.1.4. Es gibt auch einige kleine Kategorien, die man aus einer einzigen
Struktur basteln kann:*

1. Jede Gruppe G definiert eine Kategorie BG mit einem einzigen Objekt o
und mit Morphismen BG(e, ®) = G. Die Verkettung ist gegeben durch die
Verkniipfung in der Gruppe und die Identitdt auf dem Objekt o ist das
neutrale Element der Gruppe.

2. Jede (pri-)geordnete Menge (X, <) definiert eine Kategorie NX, deren Objekte
die Elemente von X sind, und wir setzen

1] sonst.

Die Reflexivitat der Ordnungsrelation gewéhrleistet die Existenz von Iden-
titdten idy = 4y, und die Transitivitat gewédhrleistet, dass die Verkettung
Ay w1 O Ay y = Ay Wohldefiniert ist.

Wir kénnen nun den Begriff des Isomorphismus aus Abschnitt 1.2 prazisieren.

Definition 2.1.5. Sei C eine Kategorie und seien X und Y zwei Objekte in C. Wir
nennen einen Morphismus f: X — Y Isomorphismus, wenn es einen Morphismus
g:Y — X gibt mit go f =idx und f o ¢ = idy. Falls ein solches g existiert, so ist
es eindeutig. Wir nennen ihn Inverse und schreiben f~! := ¢.

Beweis. Seien g,¢': Y — X zwei Morphismen, die die obigen beiden Bedingungen
erfiillen. Dann gilt g = goidy = go (fog’) =(gof)og= idxog’ :g/, m

Beispiel 2.1.6. In den viel diskutierten Kategorien ist dies genau die Definition ei-
ner Bijektion (fiir Set), eines Isomorphismus von Gruppen (fiir Grp), eines Homoo-
morphismus (fiir Top), eines Diffeomorphismus (fiir Mfd) usf.

Definition 2.1.7. Wir nennen zwei Objekte X und Y isomorph, schreibe X = Y, wenn
es einen Isomorphismus X — Y gibt. Isomorph zu sein ist eine Aquivalenzrelation
auf der Klasse der Objekte, und die Aquivalenzklassen heiflen Isomorphieklassen.

Beweis. Wir zeigen die drei Eigenschaften einer Aquivalenzrelation:
1. REFLEXIVITAT. Vermoge idy ist jedes Objekt ist isomorph zu sich selbst.

2. sYMMETRIE. Wenn X und Y isomorph sind, so gibt es einen Isomorphismus
f: X — Y. Dann ist aber auch f~!: Y — X ein Isomorphismus.

'Die Buchstaben ,B” und ,N” stehen fiir , Barkonstruktion” bzw. , Nerv”; zwei simpliziale Kon-
struktionen, die der geometrische Realisierung der beschriebenen Kategorien entsprechen.
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3. TRANSITIVITAT. Sind f: X — Y und g: Y — Z Isomorphismen, so ist auch
g o f ein Isomorphismus, mit Inverser (go f)™' = f~log™1 O

Die , Klassifikation” einer Kategorie ist die Beschreibung ihrer Isomorphieklassen,
und eigentlich fast immer ein sehr schwieriges Unterfangen.

Beispiel 2.1.8. Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe ist isomorph zu Z¢ © @'_, Z,
mit ny,...,n, Potenzen unterschiedlicher Primzahlen. Dies ist eine vollstindige
Klassifikation der Kategorie der endlich erzeugten abelschen Gruppen.

Um die ,Symmetrien” eines einzelnen Objekts X in einer Kategorie C zu verste-
hen, ist es hilfreich, die Isomorphismen von X nach X selbst zu studieren.

Definition 2.1.9. Sei C eine Kategorie und sei X ein Objekt in C. Ein Automorphismus
von X ist ein Isomorphismus f: X — X. Wenn C lokal klein ist, so wird die Menge
Autc(X) aller Automorphismen von X zusammen mit der Verkettung zu einer
Gruppe, genannt Automorphismengruppe, dessen neutrales Element idy ist.

Beispiel 2.1.10. Wir kennen schon viele Automorphismengruppen:

1. Betrachte die Kategorie Set. Fiir eine Menge X ist die Automorphismengrup-
pe von X genau die symmetrische Gruppe &(X) aus Beispiel 1.1.3:4.

2. Betrachte die Kategorie Vectk aller K-Vektorraume, zusammen mit linea-
ren Abbildungen. Dann ist die Automorphismengruppe von K" genau die
Matrixgruppe GL, (K) aus Beispiel 1.1.3:5.

3. Etwas tautologisch: Fassen wir eine gegebene Gruppe G wie in Beispiel 2.1.4:1
als Kategorie BG mit einem Objekt auf, so ist die Automorphismengruppe
Autg;(e) = BG(e, ®) genau die Gruppe G selbst.

Wir schlieflen diesen Unterabschnitt mit einer wenig tiberraschenden, aber fiir
den weiteren Verlauf recht hilfreichen Konstruktion ab:

Konstruktion 2.1.11. Seien C und D zwei Kategorien. Die Produktkategorie C x D
ist eine Kategorie, die durch folgende Daten gegeben ist:

ob(C x D) = 0b(C) x ob(D),
(Cx D)((X,Y),(X,Y") = C(X,X') x D(Y,Y"),
id(x,y) = (idx,idy),
(f,8)o(f,8)=(fofgog).

Beispiel 2.1.12. Seien G und H zwei Gruppen und sei G x H ihr Produkt. Dann
stimmt die Kategorie B(G x H) mit der Produktkategorie BG x BH {iberein.
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2.2. Funktoren

2.2. Funktoren

Wir prézisieren nun den Begriff der , funktorielle Zuordnung” aus Abschnitt 1.3.

Definition 2.2.1. Seien C und D Kategorien. Ein Funktor F: C — D besteht aus
folgenden Daten:

* Einer Abbildung F: ob(C) — ob(D) von Klassen,
e Fiir je zwei Objekte X und X’ eine Abbildung F: C(X, X') — D(FX, FX').

Wir verlangen, dass F(go f) = Fgo Ff fiir alle verkettbaren Morphismen in C
sowie F(idx) = idpx fiir alle Objekte in C gilt.

Bemerkung 2.2.2. Fiir jede Kategorie C haben wir den Identititsfunktor idc: C — C,
der sowohl auf Objekten als auch auf Morphismen nichts tut. Ferner kénnen wir
Funktoren verketten: Sind F: C — D und G: D — E zwei Funktoren so ist GF mit
(GF)(X) := G(FX) und (GF)(f) := G(Ff) wieder ein Funktor (Ubung!).

Beispiel 2.2.3. Wir kennen schon viele Beispiele:

1. Samtliche Vergisszuordnungen aus Abschnitt 1.3 sind Funktoren, die wir von
nun an Vergissfunktoren nennen.

2. Die Linearisierung, die Tensoralgebra, die diskrete/triviale Topologie sowie
das Tangentialbtindel sind Funktoren K(—): Set — Vectyk, T: Vectx — Algy,
(—)disks (— )triv: Set = Top sowie T: Mfd — VBun.

3. Seien G und H zwei Gruppen. Dann sind die Funktoren BG — BH genau die
Gruppenhomomorphismen G — H: Das Objekt ® in BG muss auf das Objekt
e in BH geschickt werden, weswegen die einzige Information die Abbildung
BG(e,e) — BH(e, ®) ist, die kompatibel mit der Verkettung sein muss.

4. Seien X und Y zwei (pra-)geordnete Mengen. Dann sind Funktoren NX — NY
das gleiche wie monotone Abbildungen X — Y. Jeder Funktor dieser Art
ist festgelegt dadurch, was er auf Objekten macht, und eine Abbildung
ob(NX) — ob(NY) lasst sich genau dann (eindeutig) auf den Morphismen
fortsetzen, wenn sie monoton als Abbildung X — Y ist.

Eine etwas exotischeres und fiir den Moment nur aus Spafd an der Abstraktion
fiir interessant befundenes Beispiel ist das folgende:

Beispiel 2.2.4. Bemerkung 2.2.2 ermoglicht es uns, eine Kategorie Cat zu bauen,
deren Objekte alle (kleinen) Kategorien und deren Morphismen alle Funktoren
zwischen diesen sind. Wir sehen nun folgendes:
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1. Wie in Beispiel 2.2.3:3 gesehen, kann jeder Homomorphismus ¢: G — H
zwischen Gruppen als Funktor B¢: BG — BH aufgefasst werden, und es gilt
Bidg = idpg sowie B(y o ¢) = By o Bp. Auf diese Weise erhalten wir also
einen Funktor B: Grp — Cat.

2. Wie in Beispiel 2.2.3:4 gesehen, kann jede monotone Abbildung f: X — Y
zwischen (pré-)geordneten Mengen als Funktor Nf: NX — NY aufgefasst
werden, und es gilt Nidxy = idng sowie N(go f) = Ng o Nf. Wenn wir
die Kategorie der prageordneten Mengen zusammen mit monotonen Abbil-
dungen zwischen ihnen als PreOrd bezeichnen, so erhalten wir also einen
Funktor N: PreOrd — Cat.

Eine weitere Familie von Beispielen bilden die sogenannte , Hom-Funktoren”,
die das Konzept des Dualraums aus der Linearen Algebra verallgemeinern. Es
gibt zwei Sorten solcher Funktoren, von denen eine die ,Pfeilrichtung” umkehrt,
also einen Morphismus f: X — X' auf einen Morphismus Ff: FX' — FX. Das
ist in unserer Definition eines Funktors nicht vorgesehen. Ein einfacher Weg, dies
einzubauen, ist die folgende sehr billige Konstruktion:

Konstruktion 2.2.5. Sei C eine Kategorie. Dann konnen wir die duale Kategorie C°P
(engl. ,,opposite”) definieren mit ob(C°P) := ob(C), aber C°P(X,Y) := C(Y, X). Die
Verkettung in C°P ist gegeben durch goP f := fog.

Beispiel 2.2.6. Sei G eine Gruppe. Dann haben wir einen Funktor F: BG — BG°P
gegeben durch e — e und ¢ — ¢~ !. In der Tat gilt
F(gog')=(gog) ' =g logl =g 1o®g 1 =Fgo®Fg'

Konstruktion 2.2.7. Sei C eine lokal kleine Kategorie und sei A ein Objekt in C.
Dann haben wir zwei Funktoren, die wir Hom-Funktoren nennen:

1. Der Funktor C(A, —): C — Set schickt jedes Objekt X in C auf die Menge
C(A, X) aller Morphismen A — X. Sei f: X — Y ein Morphismus in C, so
schickt dieser Funktor f auf f.: C(A,X) — C(A,Y) mit f.(a) == foa.

2. Der Funktor C(—, A): C°P — Set schickt jedes Objekt X in C auf die Menge
C(X, A) aller Morphismen X — A. Sei f: X — Y ein Morphismus in C, so
schickt dieser Funktor f auf f*: C(Y,A) — C(X, A) mit f*(B) == Bo f.

Beweis. Wir zeigen zur Abwechslung, dass C(—, A) ein Funktor ist. Klarerweise
gilt (idx)*(B) = Boidx = B, also (idx)* = id¢(x,a)- Ferner gilt

(8o f)(B)=po(gof)=(Bog)of=g"(B)of=f(g"(B)=(fog")(B). O
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Bemerkung 2.2.8. Wir konnen die beiden Hom-Funktoren aus der vorherigen
Konstruktion auch zu einem groen Funktor C(—, —): C°P x C — Set kombinieren:
Wir bemerken, dass ein Morphismus (f,¢): (X,Y) — (X, Y’) in C°P x C aus einem
Morphismus f: X’ — X in C und einem Morphismus g: Y — Y’ in C besteht.
Dann setzen wir C(f,g)(a) :==goao f furallea: X — Y.

Nach diesen vielen Beispielen wollen wir Eigenschaften von Funktoren studieren:
Definition 2.2.9. Sei F: C — D ein Funktor.

1. Wir nennen F treu, wenn alle F: C(X, X') — D(FX, FX’) injektiv sind.

2. Wir nennen F voll, wenn alle F: C(X, X') — D(FX, FX') surjektiv sind.

3. Wir nennen F volltreu, wenn er voll und treu ist.

Beispiel 2.2.10. 1. Unsere Vergissfunktoren Grp — Set oder Top — Set sind
treu, denn in diesen Kategorien sind die Morphismen Abbildungen mit gewis-
sen Eigenschaften, nicht mit Zusatzstruktur. Sie sind aber nicht voll, denn es gibt
z.B. Abbildungen zwischen zwei Gruppen, die keine Homomorphismen sind.

2. Der Vergissfunktor VBun — Top aus Beispiel 1.3.1:4 ist nicht treu, denn es
gibt Vektorbiindel p: E — B sowie Selbstabbildungen f: E — E so, dass
( f ,idp) ein Morphismus von Vektorbiindeln ist, aber f # idg gilt.

3. Fiir einen Homomorphismus ¢: G — H von Gruppen ist B¢ genau dann
treu, wenn ¢ injektiv ist, und genau dann voll, wenn ¢ surjektiv ist.

Proposition 2.2.11. Sei F: C — D ein Funktor und seien X, X' € C zwei Objekte.

1. Fiir einen Isomorphismus f: X — X' ist auch Ff: FX — FX' ein Isomorphismus

2. Falls F volltreu ist und f: X — X' ein Morphismus, fiir den Ff: FX — FX' ein
Isomorphismus ist, so ist auch f selbst ein Isomorphismus.

3. Falls F volltreu ist und FX = FX' gilt, so gilt auch X = X'.

Beweis. Aussage 1 ist genau Folgerung 1.3.5, und die Aussagen 2 und 3 lasse ich
Euch in Aufgabe B.2 zeigen. O

Proposition 2.2.11 rechtfertigt, dass wir informell tiber einen volltreuen Funktor
wie iiber die , Einbettung” einer ,Unterkategorie” C — D nachdenken, selbst wenn
wir keine Forderung zu Injektivitdt der Zuordnung ob(C) — ob(D) stellen: Falls
FX = FX' fur zwei Objekte X, X’ € ob(C), so gilt mit Proposition 2.2.11:3 schon
X = X', und das ist ,gut genug” fiir alle Belange. (Es kann natiirlich sein, dass wir
nicht alle Isomorphietypen von D mit F treffen. Dies zu fordern, ist der ,richtige”
Ersatz fiir Surjektivitdt eines Funktors, vgl. Aufgabe C.3.)
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2.3. Natiirliche Transformationen

Seien F und G zwei Funktoren C — D. Wir kénnen uns fragen, wie , verwandt”
diese beiden Funktoren sind. Dies geschieht tiblicherweise durch den Begriff der
natiirlichen Transformation , F = G”. Personen, die mit den Grundbegriffen der
Homotopietheorie vertraut sind, konnen tiber natiirliche Transformationen zwi-
schen Funktoren gerne so wie tiber Homotopien zwischen stetigen Abbildungen
nachdenken (mit dem Unterschied, dass natiirliche Transformationen nicht ,rtick-
warts durchlaufen” werden konnen).

Definition 2.3.1. Seien F und G zwei Funktoren C — D. Eine natiirliche Transfor-
mation 6 von F nach G, schreibe 0: F = G, ist eine Familie (6x: FX — GX)xcop(c)
von Morphismen in D mit folgender Natiirlichkeitseigenschaft: Sei f: X — X' ein
Morphismus in C, so gilt fx o Ff = Gf o 0x.

Bemerkung 2.3.2. Die Natiirlichkeitseigenschaft ldsst sich recht praktisch in Form
eines kommutativen Diagramms ausdriicken:

FX 1 Fx

exl IC%

!/
Beispiel 2.3.3. Auch wenn natiirliche Transformationen unser Leben schon bald
viel leichter machen werden, kennen wir aktuell noch nicht so viele von ihnen. Hier
einige wenige (und zugegebenermaflen noch etwas kiinstliche) Beispiele:

1. Sei K ein Korper. Sei K(—): Set — Vectk der Linearisierungsfunktor aus
Beispiel 1.3.2 und sei U: Vectx — Set der Vergissfunktor. Wir erinnern uns,
dass fiir jede Menge X der Vektorraum K(X) die Menge X als Teilmenge
enthélt. Anders ausgedriickt haben wir eine Abbildung von Mengen

1
nx: X - UK(X), x— ) 1-x
i=1

Die Familie dieser Abbildungen (7x) Xeob(Set) 1St nun eine natiirliche Transfor-
mation idget = UK(—). Um die Natiirlichkeitsbedingung zu zeigen, betrach-
ten wir eine Abbildung f: X — X'. Dann gilt UK(f) o x = #x/ o f, denn fiir
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alle x € X gilt
K{f) (nx(x)) = K(f) (Z%l - x> = ;1 f(x) = xe(f(x))-

. Seien X und Y zwei prageordnete Mengen und seien f und g zwei monotone
Abbildungen X — Y. Dann gibt es hichstens eine natiirliche Transformation
6: Nf = Ng, und zwar genau dann, wenn f(x) < g(x) fiir alle x € X gilt.
Hierbei ist die Natiirlichkeitsbedingung automatisch erfiillt; es ist nur zu
priifen, ob es iiberhaupt Morphismen f(x) — ¢(x) in NY gibt.

. Sei K ein Korper. Fiir jeden K-Vektorraum V kénnen wir die Menge V*
aller linearen Abbildungen «: V — K betrachten, genannt Dualraum. Er wird
selbst zu einem Vektorraum durch

(a+a")(v) == a(v) +a'(0v),
(A-a)(v) = A-a(v).

Wir kénnen also sogar V**, den Dualraum des Dualraums betrachten. Die Zu-
ordnung V — V** kann zu einem Funktor (—)**: Vectx — Vectx gemacht
werden, indem wir fiir eine lineare Abbildung ¢: V — W definieren

PV W, pe [Bro p(Bog)]
Wir haben nun eine natiirliche Transformation 6: idvecty, = (—)** durch
Oy:V = V™, v [a— a(v)].

Um die Nattirlichkeitsbedingung zu zeigen, betrachten wir ein ¢: V. — W.
Dann gilt Oy o ¢ = ¢** o Oy, denn fiir alle v € V und alle § € W* gilt

Ow(9(0))(B) = B(¢(v)) = (Bo¢)(v) = (¢™ (6v(v)))(B)

Definition 2.3.4. Sei F: C — D ein Funktor, so ist idr := (idrx) xcob(c) €ine natiirli-
che Transformation F = F, denn fiiralle f: X — X' gilt Ff oidpx = Ff = idpx/ o Ff.
Sind ferner F, G, H: C — D drei Funktoren sowie 8: F = G und x: G = H zwei
nattirliche Transformationen, so ist k 0 6 := (kx © 0x)xecob(c) Wieder eine natirliche
Transformation, diesmal vom Typ F = H, denn fiir alle f: X — X" in C gilt

(ko@)x oFf =ky o8y oFf =kyoGfoblx =Hfoxxo0x =Hfo(ko0)x.
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Dadurch erhalten wir eine Kategorie? [C, D], deren Objekte Funktoren C — D und
deren Morphismen von F nach G die natiirlichen Transformationen F = G sind.

Definition 2.3.5. Seien F, G: C — D zwei Funktoren. Ein natiirlicher Isomorphismus
ist ein Isomorphismus von F nach G in der Kategorie [C, D].

Lemma 2.3.6. Eine natiirliche Transformation 6: F = G ist genau dann ein natiirlicher
Isomorphismus, wenn alle 0x : FX — GX Isomorphismen sind.

Beweis. Falls 6 ein natiirlicher Isomorphismus ist, so gibt es eine nattirliche Trans-
formation x: G = F mit k00 = idr und 6 o x = idg, d.h. es gilt kx 0 Ox = idrx
und 0x o xx = idgx. Also sind alle fx Isomorphismen.

Sei umgekehrt angenommen, dass alle 6x Isomorphismen sind, mit Umkehr-
morphismus xx: GX — FX. Wir miissen zeigen, dass die Sammlung aller xx die
Natiirlichkeitsbedingung erfiillt: Sei hierfiir f: X — X’ ein Morphismus. Dann gilt

kx o Gf =xx0Gfobxokx =xkx 00y oFfoxx =Ffoxkx. O

Konstruktion 2.3.7. Wir konnen vor und hinter eine natiirliche Transformationen
einen Funktor schalten:

1. Sei 8: F = F’ eine natiirliche Transformation von Funktoren C == D und sei
G: D — E ein weiterer Funktor. Dann haben wir eine natiirliche Transforma-
tion GO = (GOx)xcop(c) von Funktoren GF = GF'.

2. Sei 0: G = G’ eine natiirliche Transformation von Funktoren D = E und sei
F: C — D ein weiterer Funktor. Dann haben wir eine nattirliche Transforma-
tion O := (6rx)xecob(c) von Funktoren GF = G'F.

2.4. Das Yoneda-Lemma

Im Allgemeinen ist die Frage, wie viele natiirliche Transformationen F = G es
zwischen zwei gegebenen Funktoren gibt, schwierig. Ist allerdings der erste Funktor
ein Hom-Funktor, so ist die Antwort erstaunlich einfach. Dies ist das bertichtigte
Lemma von Yoneda:

2Gelbst wenn C und D lokal klein sind, ist [C, D] im Allgemeinen nicht lokal klein, im Wesentlichen
weil nattirliche Transformationen fiir jedes Objekt eine Information enthalten. Ist allerdings C klein
(also auch ob(C) eine Menge) und D lokal klein, dann ist [C, D] lokal klein.
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Lemma 2.4.1 (Yoneda). Sei C eine lokal kleine Kategorie und sei F: C°P — Set ein
Funktor. Dann haben wir fiir jedes Objekt A in C eine Bijektion

[C°P,Set](C(—,A),F) < FA,
0 — QA(idA),
[0": a — (Fa)(u)] < u.

Mit anderen Worten: Jede natiirliche Transformation C(—, A) = F ist eindeutig
festgelegt durch die Wahl eines Elements u in der Menge FA.

Beweis. Der Beweis ist lediglich ,Nachrechnen”:

* Wir zeigen, dass fiir jedes u € FA die Familie 6" die Natiirlichkeitsbedingung
erfiillt: Sei f: X — Y ein Morphismus in C, also ein Morphismus ¥ — X in
CP. Dann gilt fiir alle B: Y — A die Gleichungskette

(0% 0 f*)(B) = Ox(Bof) =F(pof)(u)=Ff((FB)(u)) = (Ff 0 6y)(B)-

* Wir zeigen, dass die beiden genannten Zuordnungen zueinander invers sind.
Hierfiir sehen wir 6% (ida) = (Fida)(#) = idpa(u) = u fiir alle u € FA, sowie
fur alle nattirlichen Transformationen 6: C(—, A) = Fund a: X — A

0909) (a) = (Fa00,4)(ida) = (6x 0 a*)(id4) = Ox (). O

Das Yoneda-Lemma ist eine dufserst seltsame Erscheinung: Sein Beweis erfordert
keine ,Idee”, aber seine Bedeutung ist zundchst komplett schleierhaft. Sie wird
etwas greifbarer in Gestalt der Yoneda-Einbettung, die es erlaubt, jede lokal kleine
Kategorie als , Unterkategorie” einer Funktorkategorie nach Mengen zu sehen:

Konstruktion 2.4.2 (Yoneda-Einbettung). Sei C eine lokal kleine Kategorie. Dann
haben wir einen Funktor }: C — [C°P, Set] mit V(A) := C(—, A) und

Y(f): C(—,A)=C(—,B), a— fou
fir alle Morphismen f: A — B. Wir nennen diesen Funktor Yoneda-Einbettung.

Proposition 2.4.3. Die Yoneda-Einbettung ist volltreu (also wirklich eine Einbettung!).

Beweis. Seien A und B zwei Objekte in C. Wir miissen zeigen, dass die Zuordnung
C(A,B) = [CP, Set](C(—, A),C(— B)), fr [V(f):ar foa=a(f)]

bijektiv ist. Dies ist aber genau das Yoneda-Lemma im Spezialfall F = C(—,B). [
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Auch in dieser Erscheinungsform ist das Yoneda-Lemma woméglich noch nicht
so ganz greifbar. Deswegen hier einige Umformulierungen und Konsequenzen:

1. Die natiirlichen Transformationen C(—, A) = C(—, B) stehen in einer 1:1-
Korrespondenz zu den Morphismen A — B.

2. Sind die Funktoren C(—, A) und C(—, B) natiirlich isomorph, so gilt wegen
der Volltreue von Y und Proposition 2.2.11:3 schon A = B. Dies ist hilfreich,
weil die Isomorphie von C(—, A) und C(—, B) ,nur” eine Familie von Bijektio-
nen zwischen Mengen (von Morphismen) benétigt, wahrend die Isomorphie
der abstrakten Objekte A und B unter Umstdnden weniger greifbar ist.

Bemerkung 2.4.4. Ersetzen wir in der Yoneda-Einbettung die Kategorie C durch
die duale Kategorie C°P und nutzen die Gleichheit (C°P)°P = C, so bekommt die
Yoneda-Einbettung die Form C°? — [C, Set|, A — C(A,—) und f — [a +— a o f].
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Kapitel 3.

Universelle Objekte

Before functoriality, people lived in caves.

BRIAN CONRAD (*1970)

Unter dem Sammelbegriff , universelle Eigenschaft” fasst man Methoden zusam-
men, um gewisse Objekte einer Kategorie nicht direkt (etwa durch eine explizite
Konstruktion), sondern stattdessen durch die Beschreibung aller Morphismen, die
dieses Objekt als Quelle (bzw. Ziel) haben, eindeutig zu charakterisieren. Dabei
tragt das Wort ,,universell” dem Umstand Rechnung, dass eben alle tibrigen Objekte
als Ziel (bzw. Quelle) betrachtet werden miissen.

3.1. Limites und Kolimites

Um obige Beschreibung konkret zu machen, beginnen wir direkt mit dem einfachs-
ten Beispiel eines universellen Objekts in einer Kategorie:

Definition 3.1.1. Sei C eine Kategorie.

1. Ein Objekt @ € ob(C) heifit initial, wenn es fiir jedes Objekt X € ob(C) genau
einen Morphismus @ — X gibt.

2. Ein Objekt * € ob(C) heifst terminal, wenn es fiir jedes Objekt X € ob(C) ge-
nau einen Morphismus X — * gibt.

Es gibt zunédchst keinen Grund, anzunehmen, dass eine Kategorie initiale oder
terminale Objekte besitzt. Falls sie aber existieren, dann gilt folgendes:

Lemma 3.1.2. Initiale und terminale Objekte sind eindeutig bis auf Isomorphie.
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Beweis. Seien @ und @' zwei initiale Objekte. Dann gibt es also eindeutige Mor-
phismen f: @ — @' und §: @ — @. Nun sind g o f bzw. f o g Selbstabbildungen
auf @ bzw. @’. Von solchen gibt es aber jeweils genau eine, und die kennen wir
schon, namlich idg und idgr. Also gilt go f = idy und f o ¢ = id . Fiir terminale
Objekte argumentiere genauso, nur mit vertauschten Pfeilrichtungen. O

Bemerkung 3.1.3. Viele Konzepte tauchen in zwei sehr dhnlichen Auspriagungen
auf, deren einziger Unterschied die Richtung der Pfeile ist — so zum Beispiel initiale
und terminale Objekte. Etwas formaler nennen wir zwei Begriffe zueinander dual,
wenn der eine Begriff in C dasselbe ist wie das andere in C°P. In Beweisen spart
man sich so sehr viel Zeit, weil es oft gentigt, die gewtiinschte Aussage nur fiir eine
der beiden Auspragungsformen zu zeigen. Derselbe Beweis, in der Kategorie C°P,
zeigt dann die duale Aussage.

Beispiel 3.1.4. In vielen Fillen kénnen wir initiale und terminale Objekte finden:

1. In Set ist das initiale Objekt die leere Menge @ und das terminale Objekt jede
Menge mit genau einem Element, oft als , Punkt” * notiert. Dies rechtfertigt
unsere urspriingliche Benennung.

2. In Grp bzw. Ab ist die triviale Gruppe sowohl das initiale als auch das
terminale Objekt. Ebenso ist der triviale IK-Vektorraum 0 sowohl das initiale
als auch das terminale Objekt in Vect.

3. Sei X eine (pra-)geordnete Menge. Dann sind die initialen bzw. terminalen
Objekte von NX genau die Minima bzw. Maxima von X, falls es solche gibt.
Dies zeigt, dass initiale und terminale Objekte nicht unbedingt existieren
miissen, z. B. NIN hat kein terminales Objekt.

Initiale und terminale Objekte sind aber nicht die einzigen interessanten uni-
versellen Konstruktionen in einer Kategorie: Haufig wollen wir ein Objekt aus
einer gegebenen Sammlung von anderen Objekten oder sogar einer Sammlung von
Objekten und schon vorhandenen Morphismen zwischen ihnen konstruieren. Hier
zwei Beispiele zum Einstieg:

Beispiel 3.1.5. Beide Konstruktionen finden in der Kategorie der Mengen statt,
funktionieren aber z.B. in der Kategorie der topologischen Riume ganz genauso.

1. Seien Xj und X, zwei Mengen. Das Produkt X; x X = {(x1,x2); x; € X;}
hat folgende universelle Eigenschaft: Es kommt mit zwei Projektionsabbil-
dungen 7;: X7 X Xo — X, (x1,x2) — x; und fiir jedes Paar von Abbildun-
gen (it M — X;)i—1 gibt es genau eine Abbildung f: M — X; x X, mit
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mio f = p;, ndmlich f(m) = (u1(m), pp(m)). In Bildern:

M
;41 el 1
X1 X Xz
% R
Xl X

2. Seien X, X, und A Mengen und seien «;: X; — A Abbildungen firi € {1,2}.
Das Faserprodukt X1 x4 Xo = {(x1,x2) € X1 x Xp; a1(x1) = ap(x2)} hat
folgende Eigenschaft: Es kommt mit Abbildungen 7;: X; x 4 X, — X; durch
7i(x1,x2) = x; und fiir jedes Paar von Abbildungen (y;: M — X;);—1, mit
a1 0 {1 = ap o yp finden wir genau eine Abbildung f: M — Xj x4 X, mit
mio f = p;, ndmlich f(m) = (u1(m), pp(m)). In Bildern:

Definition 3.1.6. Sei | eine kleine Kategorie. Fiir eine Kategorie C ist ein Diagramm
der Form | per Definition das Gleiche wie ein Funktor D: | — C. Wir nennen |
auch die Indexkategorie des Diagramms.

Konstruktion 3.1.7. Sei D: ] — C ein Diagramm.

1. Ein Kegel tiber D ist eine Familie (y;: M — Dj)jcb(j) von Morphismen in C,
bei der Da o yj = pj fiir alle a: j — j" in J gilt. Wir nennen M die Spitze und
die y; die Beine des Kegels und notieren den Kegel oft als Paar (M, p. ).

2. Ein Morphismus (M, ue) — (M, u,) zwischen zwei Kegeln tiber D ist ein
Morphismus f: M — M’ mit pjo f = p;. Auf diese Weise erhalten wir eine
Kategorie Keg(D) aller Kegel tiber D. Sie kommt mit einem Vergissfunktor
Keg(D) — C, der sich nur die Spitze des Kegels merkt.

3. Ein Limes eines Diagramms D ist ein terminaler Kegel.
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Mit anderen Worten: Ein Limes eines Diagramms D: ] — C ist ein Kegel (P, 71, )
tiber D, bei dem es fiir jeden weiteren Kegel (M, p,) iiber D genau einen Morphis-
mus f: (M, us) — (P, 7.) von Kegeln gibt:

Bemerkung 3.1.8. Weil terminale Objekte wegen Lemma 3.1.2 bis auf Isomorphie
eindeutig sind, ist der Isomorphietyp des Limes von D durch das Diagramm fest-
gelegt. Weil der Vergissfunktor Keg(D) — C wegen Proposition 2.2.11 Isomorphie
erhilt, ist auch der Isomorphietyp der Spitze durch das Diagramm festgelegt; wir
notieren ihn manchmal auch als lim;(Dj) = lim(D).

Beispiel 3.1.9. Ein Kegel tiber dem leeren Diagramm ist dasselbe wie ein Objekt
in C. Infolgedessen ist ein Limes {iber dem leeren Diagramm das gleiche wie ein
terminales Objekt der Kategorie C. Dieses Beispiel zeigt bereits, dass Limites nicht
notwendigerweise existieren miissen, vgl. Beispiel 3.1.4:1.

Ganz allgemein befreit uns die Kategorientheorie nicht von der Aufgabe, in
jeder fiir uns interessanten Kategorie eine Konstruktion fiir Limites verschiedenster
Formen zu finden und zu priifen, dass sie die gewiinschte universelle Eigenschaft
haben. Erst dann konnen rein kategorielle Argumente angewandt werden.

Definition 3.1.10. Sei | eine Indexkategorie. Wir nennen eine gegebene Kategorie
C J-vollstindig, wenn alle Diagramme D: | — C einen Limes besitzen.

Beispiel 3.1.11 (Produkte). Sei I eine Indexmenge. Dann konnen wir aus I eine
ganz einfache Kategorie MI basteln, indem wir I als Menge der Objekte wihlen
und nur Identitdtsmorphismen zwischen Objekten zulassen. Ist nun C eine Kate-
gorie, so ist ein Diagramm der Form MI das gleiche wie eine Familie (X;);c; von
Objekten. Ein Limes iiber einem solchen Diagramm heifst Produkt T ];c; X, die Beine
it [Tker Xk — X; werden als Projektionen bezeichnet.
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Droseln wir noch einmal auf, was es nun fiir das Produkt bedeutet, terminal unter
den Kegeln zu sein, so ergibt sich eine Verallgemeinerung der Charakterisierung
aus Beispiel 3.1.5:1: Fiir jede Familie (y;: M — X;)ic; von Morphismen gibt es genau
einen Morphismus f: M — [];c; X; mit ;0 f = p;.

Wir kénnen uns nun fiir konkrete Kategorien fragen, ob Produkte existieren, und
wenn ja, wie in diesen Féllen eine explizite Beschreibung aussieht:

1.

In der Kategorie der Mengen ist [ [;c; X; gegeben durch das kartesische Produkt,
d.h. die Menge {(x;)icr; xi € X;} aus Beispiel 3.1.5:1, zusammen mit den
Projektionsabbildungen 7t;((xx)xer) = x;.

In der Kategorie der topologischen Raume ist [];c; X; gegeben durch das
kartesische Produkt der zugrundeliegenden Mengen, zusammen mit der
Produkttopologie, d. h. der grobsten Topologie, bzgl. derer alle 71; stetig sind.
Anschaulich stellt man sich das Produkt von zwei Rdumen so vor:

O~1-8

. In der Kategorie der Gruppen ist [ ];c; G; das kartesische Produkt der zugrun-

deliegenden Mengen, zusammen mit der koordinatenweisen Verkniipfung

(gi)ier * (hi)icr == (gi * hi)ier.

. In der Kategorie der IK-Vektorraume ist [];c; V; das kartesische Produkt der

zugrundeliegenden Mengen, zusammen mit der koordinatenweisen Addition
und Skalarmultiplikation

(vi)ici + (wi)ier = (vi + Wi)ier,
A (vi)ier = (A 0i)ier.

. Sei X eine (pri-)geordnete Menge und sei (x;);c; eine Familie von Objekten

in NX, also eine Familie von Elementen von X. Dann ist das Produkt dieser
x; gegeben durch das Infimum der Teilmenge {x;; i € I} C X, d.h. der groB-
ten unteren Schranke — sofern existent. Die Beine sind nichts weiter als die
Beobachtung, dass das Produkt tatsachlich eine untere Schranke ist.

Beispiel 3.1.12 (Faserprodukte). Ein Diagramm der Form (e — e < o) in C ist
gegeben durch zwei Morphismen a1: X; — A und ap: Xo — A. Ein Limes eines
solchen Diagramms heif3t Faserprodukt X; x 4 X».
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Um die universelle Eigenschaft noch einmal aufzudroseln, bemerken wir, dass
ein Kegel iiber einem Diagramm wie oben gegeben ist durch drei Beine, ndmlich
pi: M — X; furi € {1,2} und pp: M — A, wobei a1 0 ji1 = pg = ap o yp gelten
muss. Durch diese Bedingung wird das Bein 14 tiberfliissig (es ist schon durch
eines der y; festgelegt) und es verbleibt die Bedingung a1 o 41 = a3 o 2. Nennen
wir diese zwei Beine im Falle des Faserprodukts 77;: X1 x4 Xo — X, so libersetzt
sich die Eigenschaft, terminal zu sein, zu der Charakterisierung aus Beispiel 3.1.5:2:
Fiir jedes Paar (p;j: M — X;)i—1, mit a1 0 1 = ap o yp gibt es genau einen Morphismus
f: M — X7 X 4 X, mit 7Tl'Of: ylfurz S {1,2}

Abschliefiend noch eine Sprechweise: Wie wir oben festgestellt haben, sind Kegel
tiber einem Diagramm obiger Form das gleiche wie kommutative Quadrate

MLX2

o e

X1T>A

Wir nennen ein kommutatives Quadrat kartesisch, wenn es ein Faserprodukt ist,
d.h. wenn der entsprechende Kegel terminal ist. Nun einige konkrete Beispiele:

1. In der Kategorie der Mengen ist X; x 4 X, wie in Beispiel 3.1.5:2.

2. In der Kategorie der topologischen Raume ist X; x 4 X, gegeben durch den
Teilraum {(x1,x2) € X3 X Xp; a1(x1) = aa(x2)} C X3 X Xy, versehen mit der
Teilraumtopologie bzgl. der Produkttopologie auf X; x X».

3. In der Kategorie der Gruppen stellen wir fest, dass fiir Homomorphismen
a;: G; — H die Teilmenge G x g Gy := {(g1,$2) € G1 X Go; a1(g1) = a2(g2) }
eine Untergruppe von G; x G; bildet, also selbst wieder eine Gruppe ist. Im
speziellen Fall, dass G, die triviale Gruppe 1 ist, sehen wir

G xpl={g€ Gy, ai1(g1) =1} C Gy,

was wir auch als Kern des Homomorphismus a1 kennen. Kern zu sein ist also
eine universelle Eigenschaft.

Hiermit haben wir in etwa die Halfte aller universellen Objekte beschrieben. Die
andere Halfte, namlich die Welt der Quotienten und , Verklebungen” funktioniert
,andersherum”: Dies fiihrt uns zum Begriff des Kolimes. Dieser ldsst sich sehr leicht
formalisieren, indem wir zur dualen Kategorie (vgl. Bemerkung 3.1.3) {ibergehen:
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Bemerkung 3.1.13. Sei F: C — D ein Funktor. Dann haben wir einen Funktor
FOP: C°P — D°P durch FPX := FX und F°Pf := Ff.

Definition 3.1.14. Sei C eine Kategorie und sei D: | — C ein Diagramm.

1. Ein Kokegel unter D ist ein Kegel tiber D°P.

2. Ein Kolimes von D ist ein Limes von D°P.

Auch Kolimites sind bis auf Isomorphie eindeutig durch das Diagramm festgelegt
und wir schreiben colim;(Dj) = colim(D) ftr den Isomorphietyp ihrer Spitze. Wir
nennen C J-kovollstindig, wenn alle Diagramme D: | — C einen Kolimes haben.

Bemerkung 3.1.15. Wir droseln diese sehr dichten und auf den ersten Blick nichts-
sagenden Definition im Stile von Konstruktion 3.1.7 etwas auf:

1. Ein Kokegel unter D ist eine Familie (vj: Dj — N);cop(j) von Morphismen in
C, bei der vy o Da = v; fur alle a: j — j' in ] gilt. Wieder nennen wir N die
Spitze und die v; die Beine des Kokegels und schreiben (N, vs).

2. Ein Morphismus (N, v,) — (N’,v,) zwischen zwei Kokegeln unter D ist ein
Morphismus g: N — N’ mit gov; = 1/]’-. Wieder erhalten wir eine Kategorie
Kokeg(D) der Kokegel unter D.

3. Ein Kolimes von D ist ein initialer Kokegel unter D.

Mit anderen Worten: Ein Kolimes ist ein Kokegel (Q, 1), bei dem es fiir jeden wei-
teren Kegel (N, vo) genau einen Morphismus g: (Q,1.) — (N, vs) von Kegeln gibt:

Beispiel 3.1.16. Ein Kokegel unter dem leeren Diagramm ist dasselbe wie ein
Objekt in C. Infolgedessen ist ein Kolimes des leeren Diagramms das gleiche wie
ein initiales Objekt der Kategorie C.
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Das nachfolgende Beispiel dualisiert Beispiel 3.1.11 in dem Sinne, dass Kopro-
dukte in C das gleiche wie Produkte in C°P sind:

Beispiel 3.1.17 (Koprodukte). Sei I eine Indexmenge und sei (X;);c; eine Familie
von Objekten in C, die wir so wie in Beispiel 3.1.11 als Diagramm der Form MI
auffassen konnen. Ein Kolimes eines solchen Diagramm heifst Koprodukt 1];c; Xi,
die Beine 7;: X; — [Ixc; Xk heifsen Inklusionen. Hier sind wieder einige Beispiele:

1. In der Kategorie der Mengen ist | [;c; X; gegeben durch die disjunkte Vereini-
qung, d.h. durch die Menge {(i,x); i € [ und x € X;}, zusammen mit den
Inklusionsabbildungen 7;(x) = (i, x).

2. In der Kategorie der topologischen Raume ist [ [;c; X; gegeben durch die
disjunkte Vereinigung der zugrundeliegenden Mengen, zusammen mit der
Summentopologie, d.h. der feinsten Topologie, bzgl. der alle 7; stetig sind.
Anschaulich stellen wir die gegebenen Rdume einfach , nebeneinander”:

[JeO=-LO

3. In der Kategorie der Gruppen ist | [;c; G; komplizierter, ndmlich das freie
Produkt, das dhnlich wie die freie Gruppe aus Beispiel 1.4.3 konstruiert wird.

4. In der Kategorie der IK-Vektorrdume ist das Koprodukt | [;c; V; gegeben durch
die direkte Summe @;c; Vi, d. h. der Teilmenge von [];c; V; aller (v;);c; mit nur
endlich vielen nichttrivialen Koordinaten v;, zusammen mit den Inklusionen
1;(v) = (Vg )ker mit v = v fiir k = i und v, = 0 sonst. Wir bemerken, dass im
Falle, dass I endlich ist, Produkt und Koprodukt von Vektorraumen isomorph
ist,alsoVi@--- @V, =V x--- x V, gilt.

5. Sei X eine (pri-)geordnete Menge und sei (x;);c; eine Familie von Objekten in
NX, also eine Familie von Elementen von X. Dann ist das Koprodukt dieser
x; gegeben durch das Supremum der Teilmenge {x;; i € I} C X.

Das nachfolgende Beispiel dualisiert Beispiel 3.1.12, in dem Sinne, dass Kofaser-
produkte in C das gleiche wie Faserprodukte in C°P sind. Um dies zu erreichen,
miissen wir natiirlich unsere Indexkategorie dualisieren:

Beispiel 3.1.18 (Kofaserprodukte). Sei C eine Kategorie. Ein Diagramm der Form
(e < o — o) in C ist gegeben durch Morphismen a;: A — X; und ap: A — Xo.
Ein Kolimes eines solchen Diagramms heifst Kofaserprodukt oder Pushout Xy Liy X5.

Nennen wir die Beine 1;: X; — X; Ua X3, so konnen wir die universelle Eigen-
schaft des Kofaserprodukts nochmal aufdroseln: Fiir jedes Paar (v; : X; — N)i—12
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mit v1 0wy = Vo o wp gibt es genau einen Morphismus g: X1 U Xo — N mit go1; =v;
fiir i € {1,2}. In Diagrammen sieht das so aus:

A—"2 5 X

all |2

X] —— XiUa Xo
S~ g

Analog zu Beispiel 3.1.12 nennen wir kommutatives Quadrat kokartesisch, wenn es
ein Kofaserprodukt ist (d. h. wenn das entsprechende Quadrat in C°P kartesisch im
Sinne von Beispiel 3.1.12 ist). Abschlieffend wieder einige Beispiele:

1. In der Kategorie der Mengen kann X; Li4 X» konstruiert werden, indem aus
dem Koprodukt X; U X, die Relation (1,a1(a)) ~ (2,a2(a)) herausgeteilt
wird. Die Beine sind gegeben durch 1;(x) = [i, x].

2. In der Kategorie der topologischen Rdume ist X; Li4 X, gegeben durch das
Kofaserprodukt der unterliegenden Mengen, versehen mit der Quotientento-
pologie bzgl. der Abbildung X; LI X, — Xj U X5. Geometrisch bedeutet dies,
die beiden Rdume X; und X, zu nehmen und ,entlang von A zu verkleben”,
wie im folgenden Beispiel zwei Scheiben entlang ihres Randes (in beiden
Fallen eine Kreislinie), wodurch eine Kugeloberfliache entsteht:

o
O—c

3. In der Kategorie der Gruppen ist das Kofaserprodukt G; x G, unter dem
Namen (Gruppen-)Amalgam bekannt.

Konstruktion 3.1.19. Sei ¢: D = D’ eine natiirliche Transformation von Diagram-
men | = C. Wenn (P, it,) bzw. (P/, r) Limites von D bzw. D’ sind, so haben wir
einen zweiten Kegel tiber D’ durch

T .9 .
(P, ¢«7a) = (P —> Dj = D) icon()-
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Wegen der universellen Eigenschaft von (P’, 77, ) finden wir also einen eindeutigen
Morphismus (P, ¢« 7ts) — (P, 77, ) von Kegeln.

Falls C J-vollstandig ist, so konnen wir fiir jedes Diagramm D einen Représen-
tanten (lim(D), 7, ) wéhlen. Fiir jede Transformation ¢: D = D’ von Diagrammen
liefert obige Konstruktion einen Morphismus (lim(D), o) — (lim(D’), 7t,) von
Kegeln, dessen zugrundeliegenden Morphismus von Spitzen wir lim(¢) nennen.
Dann gilt lim(idp) = idjim(p) und lim(y o ¢) = lim(¢p) o lim(¢). Insgesamt ha-
ben wir also einen Funktor lim: [J,C] — C konstruiert. Jede andere Wahl von
Reprasentanten liefert einen zu lim natiirlich isomorphen Funktor.

Das Gleiche kénnen wir fiir colim machen, falls C J-kovollstandig ist, wodurch
wir einen Funktor colim: [J, C] — C erhalten.

3.2. Adjunktionen

Wir wollen nun das Phdnomen freier Objekte, das wir beispielhaft in Abschnitt 1.4
beschrieben haben, prazise machen. Wie wir dort schon entdeckt haben, sind hieran
stets zwei Funktoren beteiligt. Die kategorielle Beschreibung geht wie folgt:

Definition 3.2.1. Seien F: C — D und G: D — C zwei Funktoren zwischen lokal
kleinen Kategorien. Eine Adjunktion zwischen F und G ist ein natiirlicher Isomor-
phismus ® = (®xy: C(X,GY) — D(FX,Y))xeob(c),yeob(n) Von Hom-Funktoren

CP x D Set

Wir nennen dann F linksadjungiert zu G, und G rechtsadjungiert zu F, und wir
notieren ein Paar von zueinander adjungierten Funktoren als F: C = D :G. Wir
weisen auf folgende sprachliche Subtilitdt hin: Wenn F einen Rechtsadjungierten
hat, so ist F Linksadjungierter in einer Adjunktion.

e Fiir einen Morphismus f: X — GY schreiben wir f* := ®x y(f).

e Fiir einen Morphismus g: FX — Y schreiben wir g’ := QD;(}Y (2)-

Proposition 3.2.2. Die Natiirlichkeit von ® ist dquivalent zu den beiden Identititen

(foa)t = fioFa (fir X' - X 25 GY)

(bog)’ = Gbog’ (fiir FX -5 Y 25 YY)
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Beweis. Falls @ natiirlich ist, so gilt fiir alle a: X’ — X und f: X — GY

(foa)’ = (Px,y o C(a,idgy))(f)
= (Ox y o C(a,Gidy))(f)
= (D(Fa,idy) o @xy)(f)
= ffoFa,

und die zweite Identitét folgt analog. Nehmen wir umgekehrt an, dass beide Iden-
titaten gelten. Sei nun (a,b): (X,Y) — (X', Y’) ein Morphismus in C°? x D, also
a: X' - Xund b: Y — Y. Dann gilt fiir alle f: X — GY die Identitit

(D(Fa,b) o®xy)(f) =bo ffoFa
~bo(foay
— (bo(foa))
= (Gb ofotfl)jj
= (Px,yr 0 C(a, Gb))(f). O

Beispiel 3.2.3. Alle Beispiele aus Abschnitt 1.4 beschreiben Adjunktionen zwischen
zwei Funktoren. Wir bemerken, dass fast alle Vergissfunktoren rechtsadjungiert
zu einer interessanten Konstruktion sind. Der Vergissfunktor von topologischen
Rdumen zu Mengen taucht in zwei verschiedenen Adjunktionen auf, einmal als
Rechts- (Beispiel 1.4.5) und einmal als Linksadjungierter (Beispiel 1.4.6).

Beispiel 3.2.4. Sei | eine Indexkategorie und C eine lokal kleine' Kategorie. Dann
haben wir einen Funktor A: C — [], C], der jedem Objekt X das konstante Diagramm
AX mit (AX)(j) = X und (AX)(a) := idx zuordnet, und jedem Morphismus
f: X — Y die ,konstante” Transformation Af mit (Af); := f zuordnet.

1. Ein Rechtsadjungierter von A ist das gleiche wie eine Wahl von Limites fiir
jedes Diagramm D wie in Konstruktion 3.1.19. Insbesondere hat A genau
dann einen Rechtsadjungierten, wenn C J-vollstandig ist.

2. Ein Linksadjungierter von A ist das gleiche wie eine Wahl von Kolimites fiir
jedes Diagramm D wie in Konstruktion 3.1.19. Insbesondere hat A genau
dann einen Linksadjungierten, wenn C J-kovollstandig ist.

Anders ausgedriickt: Limites und Kolimites sind Spezialfdlle von Adjunktionen.
Ich iiberlasse Euch die Uberpriifung (einer) dieser Aussagen als Aufgabe F.3.

'Da | als Indexkategorie klein ist und C als lokal klein angenommen wurde, ist auch die Funktor-
kategorie [J, C] lokal klein, sodass unsere Definition von Adjunktionen hier Sinn hat.
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Konstruktion 3.2.5. Seien F: C — D und G: D — C zwei Funktoren.
1. Sei @ eine Adjunktion zwischen F und G. Dann haben wir zwei natiirliche
Transformationen #: idc = GF und ¢: FG = idp, die Einheit und Koeinheit.
Sie sind gegeben durch 77x = ideX: X — GFX und ey = id%Y: FGY = Y.
Zusétzlich gelten die Dreiecksidentititen
erx o Fx = idpx,
GEY oNgy = id(;y.
2. Seien umgekehrt 77: idc = GF und ¢: FG = idp nattirliche Transformatio-

nen, die die Dreiecksidentitédten erfiillen. Dann erhalten wir eine Adjunktion
zwischen F und G durch

f*:=ey o Ff, (f: X — GY)
¢’ = Ggox. (g: EX = Y)

3. Die Konstruktionen aus Punkten 1 und 2 sind zueinander invers.
Beweis. Wir miissen einige Aussagen geradeheraus nachrechnen:
1. Wir zeigen zunéchst, dass 7 natiirlich ist: Sei hierfiir f: X — X’ ein Morphis-
mus in C. Dann gilt die Identitat
GEf onpx = GFf oid},
= (Ff oidx)”
= (1% o Ff)
= (x 0 f)P
=1y of.

Der Beweis fiir € sieht dhnlich aus. Wir zeigen noch eine der Dreiecksidentita-
ten, zum Beispiel die erste: Sei X € ob(C), so gilt

. . . . . b .
E€rx © P17X = ldﬁGFX o F(ldg:x) = (ldeX ] ld_g:x)r1 = 1dFﬁX = Idpx.
2. Wir miissen zeigen, dass die Konstruktionen aus 2 die Identitdten aus Propo-
sition 3.2.2 erfiillen. Wir zeigen hier zur Abwechselung die zweite: Seien also

g: FX — Yund b: Y — Y’ Morphismen in D. Dann gilt

(bog)’ = G(bog)onx = Gbo (Ggony) = Gbog’.
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3. Starten wir bei den Transformationen # und ¢, so sehen wir
id}y = Gidrx o 7x = idgex © fjx = 1jx,

und dhnlicherweise id%y = ey. Starten wir umgekehrt bei der Adjunktion, so
sehen wir ey o Ff = idﬁGY oFf = (idgy o f)f = f* fir alle f: X — GY. O

Bemerkung 3.2.6. Der Name , Dreiecksidentitat” erklart sich durch folgende Dia-
gramme, deren Kommutativitdat den beiden Dreiecksidentitdten entspricht:

F =L FGF G =% GFG

Beispiel 3.2.7. Wir kennen schon viele Einheiten und Koeinheiten:

1. Sei U der Vergissfunktor von K-Vektorraumen nach Mengen, mit Linksadjun-
giertem K (—) wie in Beispiel 1.4.1. Fiir jede Menge X ist n7x: X — UK(X)
die Inklusion der Basis X in den freien Vektorraum K(X), die wir schon
in Beispiel 2.3.3:1 kennengelernt haben. Fiir einen K-Vektorraum V ist die
Koeinheit ey : K(UV) — V gegeben durch Y;_; A; - v; — Yi_; A; - v;, wobei
die Summe auf der linken Seite formal ist und die Summe auf der rechten
Seite die K-Vektorraumstruktur auf V nutzt.

2. Sei U der Vergissfunktor von abelschen Gruppen nach Gruppen, mit Links-
adjungiertem die Abelisierung (—)® wie in Beispiel 1.4.4. Fiir jede Gruppe G
ist 7x: G — U(G®) geben durch die Quotientenabbildung ¢ — [g], und fiir
jede abelsche Gruppe A ist die Koeinheit £ 4: (UA)* — A die Identitit.

3. Sei U der Vergissfunktor von topologischen Riumen nach Mengen, mit Links-
adjungiertem (—)g4;sk aus Beispiel 1.4.5. Fiir jede Menge X ist n7x: X — UXgisk
die Identitdt auf X, und fiir jeden topologischen Raum Y ist ey: (UY)gisk — Y
auf Mengenebene die Identitit, die stetig ist, weil der Quellraum die diskrete
Topologie tragt. Allerdings ist ey im Allgemeinen kein Homdomorphismus.

4. Sei U der Vergissfunktor von topologischen Rdumen nach Mengen, mit
Rechtsadjungiertem (— )iy aus Beispiel 1.4.6. Fiir jeden topologischen Raum
Yistny: Y — (UX)wiv auf Mengenebene die Identitét auf Y, die stetig ist, weil
der Zielraum die triviale Topologie tragt. Allerdings ist 77y im Allgemeinen
kein Homoomorphismus. Fiir jede Menge X ist ex: UXyuiy — X die Identitat.
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Proposition 3.2.8. Seien F: C = D :G und F': D & E : G’ zwei Paare von adjungierten
Funktoren. Dann sind auch die Verkettungen F'F: C = E : GG’ adjungiert.

Beweis. Sei ® die Adjunktion fiir (F, G) und @’ die Adjunktion fiir (F/, G’). Dann ist
Y i= ®f 4, © Didc, ¢ ein natiirlicher Isomorphismus C(—, GG'(—)) = E(F'F(—), —)
wie gewliinscht (hier verwenden wir die Notation aus Konstruktion 2.3.7). Etwas
ausfiihrlicher: Fiir X € ob(C) und Z € ob(E) ist ¥x z gegeben durch

q)XG’Z q)/FXZ
Yxz: C(X,GG'Z) —X2 D(FX,G'Z) —=2— E(F'FX,Z) 0

Proposition 3.2.9. Sei G: D — C ein Funktor und seien F,F': C =% D beide linksadjun-
giert zu G. Dann sind F und F' natiirlich isomorph. (Dasselbe gilt fiir Rechtsadjungierte.)

Beweis. Das lasse ich Euch wieder als Ubungsaufgabe F.2. O

Beispiel 3.2.10. Ahnlich wie fiir K-Vektorraume hat der Vergissfunktor U von
abelschen Gruppen nach Mengen einen Linksadjungierten: Fiir jede Menge X
definieren wir die abelsche Gruppe

’
Z<X> = {E)\i-xi; A €Z,x; € X},

i=1

zusammen mit der naheliegenden Addition. (Die gemeinsame Verallgemeinerung
beider Konstruktionen funktioniert fiir Moduln tiber einem beliebigen Ring, und
abelsche Gruppen sind dasselbe wie Moduln iiber dem Ring Z.)

Nun kénnen wir den Vergissfunktor U aber in zwei Schritte zerlegen, namlich
U; von abelschen Gruppen nach Gruppen und U, von Gruppen nach Mengen. Von
beiden kennen wir schon Linksadjungierte, ndmlich die Abelisierung (—)ab und
die freie Gruppe F. In Diagrammen:

ab
Set —><5 Grp —><( Ab.
2 1
Nun sagt uns Proposition 3.2.8, dass der Funktor X + (FX)3 von Mengen nach
abelsche Gruppen ein Linksadjungierter zu U o Uy = U ist. Jetzt wiederum kdnnen
wir Proposition 3.2.9 ins Felde fithren, um zu schliefSen, dass dieser Funktor
natiirlich isomorph zur obigen Konstruktion Z(—) ist. Wir haben also bewiesen:
Fiir jede Menge X ist die Abelisierung von FX isomorph zu Z.(X). Hier ein Beispiel: Die
Abelisierung der freien Gruppe mit zwei Erzeugern F({a,b}) ist isomorph zu Z2.
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3.3. Limites unter Funktoren

Konstruktion 3.3.1. Sei D: | — C ein Diagramm und sei F: C — D ein Funktor.
Dann ist FD: | — D auch ein Diagramm. Ferner gilt:

1. Wenn (M, p.) ein Kegel tiber D ist, so ist (FM, Fu,) ein Kegel tiber FD.
2. Wenn (N, v,) ein Kokegel unter D ist, so ist (FN, Fv,) ein Kokegel unter FD.

Definition 3.3.2. Sei | eine Indexkategorie und F: C — D ein Funktor. Wir sagen,
dass F der Form J erhilt, wenn fiir alle D: ] — C folgendes gilt: Ist (P, 7t,) ein Limes
fiir D, so ist der Kegel (FP, Frt,) ein Limes fiir FD. Ganz analog fiir Kolimites.

Beispiel 3.3.3. Im einfachsten Fall, namlich der, bei dem die Indexkategorie leer ist,
frage wir uns also, ob ein gegebener Funktor initiale und terminale Objekte erhilt:

1. Diverse Vergissfunktoren erhalten das terminale Objekt (z. B. ist die zugrun-
deliegende Menge der trivialen Gruppe einpunktig und daher terminal).
Manche erhalten allerdings keine initialen Objekte: So ist etwa die triviale
Gruppe auch initial in Grp, aber ihre zugrundeliegende Menge nicht.

2. Fiir eine monotone Abbildung f: X — Y zwischen (pri-)geordneten Mengen
erhdlt Nf genau dann initiale Objekte, wenn das Minimum von X (falls
vorhanden) unter f auf das Minimum von Y (falls vorhanden) geschickt wird.

Beispiel 3.3.4. Viele Vergissfunktoren erhalten Produkte, aber keine Koprodukte:

1. Sei U der Vergissfunktor von K-Vektorraumen nach Mengen und seien V;
und V; zwei K-Vektorrdume. Dann ist U(V; x V,), zusammen mit den beiden
Projektionen, genau das Produkt UV; x UV, der zugrundeliegenden Mengen
d.h. U erhilt Produkte (auch unendliche, mit dem gleichen Argument). Ihr
Koprodukt ist allerdings V; @ V,, dessen zugrundeliegender Kokegel in Men-
gen im Allgemeinen nicht das Koprodukt aus UV; und UV ist, zum Beispiel
haben 0 & 0 und 0 U 0 unterschiedlich viele Elemente.

2. Sei U der Vergissfunktor von abelschen Gruppen nach Gruppen. Dieser er-
hilt Produkte, was man so dhnlich wie im vorherigen Aufzdhlungspunkt
sieht. Allerdings erhilt auch er keine Koprodukte: Wie bei Vektorraumen
ist das Koprodukt zweier abelscher Gruppen A; und A, gegeben durch
A1 @ Ay = A1 X Ay, wihrend das Koprodukt der zugrundeliegenden Grup-
pen das in Beispiel 3.1.17:3 erwdhnte freie Produkt UA; x UA; ist. Dieses ist
im Allgemeinen noch nicht einmal abelsch (z. B. ist Z * Z nicht abelsch).
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3. Der Vergissfunktor von topologischen Rdumen erhilt sowohl Produkte als
auch Koprodukte, was ersichtlich wird, wenn man sich die beiden Konstruk-
tionen in Beispiel 3.1.11:2 und Beispiel 3.1.17:2 noch einmal in Erinnerung
ruft. Dass gerade dies der Vergissfunktor ist, der beide Adjungierte hat, ist
kein Zufall, wie wir bald sehen werden.

Ein weiteres wichtiges Beispiel limeserhaltender Funktoren sind Hom-Funktoren:

Proposition 3.3.5. Sei C lokal klein und sei A ein Objekt in A. Dann erhalten die beiden
Hom-Funktoren C(A,—): C — Set und C(—, A): C°P — Set alle Limites.

Bevor wir Proposition 3.3.5 beweisen, erldutern wir die Dualitdt in ihrer Aussage:
Erstens sind die beiden Aussagen iiber die einzelnen Funktoren dquivalent, denn
der Funktor C(—, A) stimmt mit C°P(A, —) tiberein. Und zweitens bemerken wir,
dass ein Limes iiber einem Diagram D: | — C°P dasselbe ist wie ein Kolimes iiber
D°P: JP — C. Daher erhélt C(—, A) genau dann Limites, wenn C(colim;(Dj), A)
und lim;(C(Dj, A)) tibereinstimmen.

Beweis von Proposition 3.3.5. Wie festgestellt, miissen wir nur zeigen, dass C(A, —)
Limites erhilt. Sei also D: | — C ein Diagramm in C und (P, 7t,) ein Limes von
D. Wir zeigen, dass der Kegel (C(A, P),C(A, rt,)) terminal ist. Sei also (M, pe) ein
weiterer Kegel iiber C(A, D). Wir konstruieren eine Abbildung f: M — C(A, P)
wie folgt: Sei m € M; dann ist y;(m) fiir jedes j ein Morphismus A — Dj und es
gilt Da o pj(m) = py(m) fir jedes a: j — j'. Dies zeigt, dass (A, pe(m)) ein Kegel
tiber D ist, sodass wir einen eindeutigen Morphismus f(m): (A, pe(m)) — (P, 77,
von Kegeln finden. Dann gilt fiir jedes j und jedes m

(C(A, 7)) o f)(m) = mjo f(m) = pj(m),

weswegen f selbst ein Morphismus (M, ue) — (C(A, P),C(A, . )) von Kegeln ist.
Seien nun f, f': (M, us) == (C(A, P),C(A, 7s)) zwei Morphismen von Kegeln, so
sind fiir alle m € M sowohl f(m): A — P als auch f'(m): A — P Morphismen
von Kegeln, und weil P terminal ist, folgt f(m) = f'(m), also f = f. O

Abschliefiend zeigen wir ein zentrales Resultat tiber adjungierte Funktoren:

Theorem 3.3.6. Seien F: C = D :G adjungierte Funktoren (also F ist linksadjungiert
und G ist rechtsadjungiert). Dann erhilt F alle Kolimites und G alle Limites.

Beweis. Aus Dualitiatsgriinden geniigt es, zu zeigen, dass F Kolimites erhilt. Sei
also D: | — C ein Diagramm und (Q, 1) ein Kolimes von D. Sei ferner (N, v,)
ein Kokegel unter FD. Dann miissen wir zeigen, dass es genau einen Morphismus
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(FQ,Fis) — (N,v,) gibt. Hierzu bemerken wir, dass jedes v;: FDj — N einem
Morphismus 1/]*-’: Dj — GN entspricht. Wir priifen, dass (GN, v3) ein Kokegel unter
D ist: Sei hierfiir a: j — j ein Morphismus. Dann gilt mit Proposition 3.2.2

vy oDa = (v]b/ o Da)? = (vjo FDa)’ = 1/]b
Folglich gibt es genau einen Morphismus g¢: (Q,17.) — (GN,v}) von Kokegeln.
Dann ist ¢ : FQ — N ein Morphismus von Kokegeln (FQ, Fz,) — (N, vs), denn fiir
alle j gilt ¢* o Fij=(go 1]-)ﬁ = VJW = v;. Dies zeigt die Existenz; die Eindeutigkeit folgt
im Wesentlichen mit dem gleichen Beweis, nur andersherum aufgeschrieben. [J

Beispiel 3.3.7. Hier sind einige sehr unterschiedliche Beispiele:

1. Der Vergissfunktor von topologischen Rdumen zu Mengen ist sowohl rechts-
als auch linksadjungiert, weswegen er alle Limites und Kolimites erhilt.

2. Der Vergissfunktor von K-Vektorraumen nach Mengen hat einen Linksad-
jungierten, kann aber keinen Rechtsadjungierten besitzen, weil er (wie wir
gesehen haben) keine Koprodukte erhilt. Sein Linksadjungierter, also K(—),
erhilt allerdings alle Koprodukte. So gilt zum Beispiel

K(X) ®K(Y) 2 K(XUY).

Etwas einfacher formuliert sollte diese Erkenntnis stark an die Lineare Alge-
bra erinnern: Ist {x1, ..., x,} eine Basis fiir V und {y;,...,ys} eine Basis fiir
W, soist {x1,...,X;,y1,...,Ys} eine Basis fir V& W.

3. Die Abelisierung (—)3: Grp — Ab erhilt Kolimites, iibersetzt also insbeson-
dere freie Produkte in direkte Summen, d. h. es gilt (G * H)?®® = G? @ H?.

4. In einer vorherigen Ubungsaufgabe haben wir uns davon iiberzeugt, dass
der Funktor NZ — NI, der durch die Inklusion Z — R induziert ist, beide
Adjungierte hat, wobei zum Beispiel der Rechtsadjungierte durch Abrun-
den |-]: R — Z induziert ist. Als Rechtsadjungierter erhilt die Abrunden-
Funktion Limites, allerdings erhélt nicht alle Kolimites: Wir sehen

[Ilx] =sup(|x])=0#1= {sup(x)J = {H xJ.

x<1 x<1 x<1 x<1
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Kapitel 4.
Monoidales

The introduction of the cipher 0 [...] was general nonsense too,
and mathematics was more or less stagnating for thousands of
years because nobody was around to take such childish steps.

ALEXANDER GROTHENDIECK (1928-2014)

In diesem letzten Abschnitt wollen wir noch einige weitere Teilbereiche der Kateg-
orientheorie anschneiden, die eine Reihe von Konzepten aus der Algebra verein-
heitlichen, aber auch in anderen Bereichen der Mathematik (wie z. B. der Quanten-
feldtheorie) auftauchen.

4.1. Monoidale Kategorien
Definition 4.1.1. Eine monoidale Kategorie ist eine Kategorie V, zusammen mit:
1. einem Funktor (—) ® (—): V x V — V, genannt monoidales Produkt,
2. einem Objekt 1 € ob(V), genannt monoidale Eins,
3. einem natiirlichen Isomorphismus (¢4 pc: (A®B)©C - A® (BOC))asc,

4. natiirlichen Isomorphismen ({4: 1® A — A)s und (pa: AOTL — A)y,

die das Dreiecks- und Fiinfecksaxiom erfiillen:

(ida ©® ) oapnp = pa ©idp,

XA BCcoD O XacBep = (ida ®apcp) oaapoc,p © (kapc ®@idp),

Wir notieren die monoidale Kategorie hiufig als (V, ®,1) und unterschlagen in der
Notation die Transformationen «, ¢ und p.
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Bemerkung 4.1.2. Das Dreiecks- und das Fiinfecksaxiom sind benannt nach der
Form der Diagramme, in denen man sie ausdriicken kann:

tXA,Blcﬁ)idD
_—

(A®B)®C)®D (A®(BG®C))oD
( AG ]1) ®B pﬂf AG (]1 ® B) aAcaB,c,Dl l“A,B(S)C,D

PA@idB\ AA@ZB (A©B)©(COD) A®((B®C)®D)

A © B D‘A,B,m AQ‘XB,C,D

A®(Bo (CoD))

Beispiel 4.1.3. Die Mathematik ist voll von monoidalen Kategorien:

1. Falls C bindre Produkte und ein terminales Objekt * besitzt, so kann C
durch X ©Y := X x Y und 1 := * zu einer monoidalen Kategorie gemacht
werden, vgl. Aufgabe E.3. Hierbei benutzen wir, dass das Produkt funktoriell
ist, d.h. fiir f: X — X' und g: Y — Y’ erhalten wir einen Morphismus
fxg: XxY — X' x Y wie in Konstruktion 3.1.19. Die Transformationen «, ¢
und p konnen mithilfe der universellen Eigenschaft des Produktes konstruiert
werden. Man nennt (%, ) auch die kartesische monoidale Struktur auf C.

2. Dual zu Punkt 1: Falls C bindre Koprodukte und ein initiales Objekt & besitzt,
so definiert auch X © Y := X U Y und 1 := & eine monoidale Struktur auf C,
die wir die kokartesische monoidale Struktur auf C nennen.

3. In der Kategorie Vectx der K-Vektorrdume ist durch das tiibliche Tensor-
produkt VO W = V® W und 1 := K eine monoidale Struktur gegeben.
Auch hier benutzen wir, dass zwei lineare Abbildungen ¢: V — V' und
: W — W’ eine lineare Abbildung ¢ @ : V@ W — V' ® W’ definieren.

4. Fiir eine Kategorie C konnen wir die Funktorkategorie [C,C], genannt die
Endofunktorkategorie von C betrachten. Sie hat eine monoidale Struktur durch
die Verkettung G ® F := GF = G o F. Hierfiir bemerken wir wieder, dass sich
die Verkettung von Funktoren auch auf natiirliche Transformationen fortset-
zen lasst: Sind 8: F = F/ und x: G = G’ zwei natiirliche Transformationen,
so erhalten wir mit Konstruktion 2.3.7 eine Transformation

k06 :=xpoGO: GF = GF = G'F’.

Wegen der Natiirlichkeit von 6 und « gilt xp 0 GO = G’0 o xp. Abschlieend
bemerken wir, dass hier die Transformationen «, ¢ und p die Identitdt sind.
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M M M

Abbildung 4.1. Eine Verkettung W/ o W fiir W: M — M’ und W': M’ — M" in Bord,.

124 w’

Beispiel 4.1.4. Ein etwas exotischeres Beispiel einer monoidalen Kategorie ist die
d-dimensionale Bordismuskategorie Bord,, die wir hier nur grob andeuten:

1. Objekte von Bord, sind kompakte (d — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeiten.

2. Ein Morphismus W: M — M’ zwischen kompakten (d — 1)-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten M und M’ ist eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit W
mit Rand OW, zusammen mit einem Homoéomorphismus ¢: MU M’ — oW.

3. Fiir eine kompakte (d — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit M ist die Identitat
idpy gegeben durch M x [0,1] und der Identifikation ¢: MM — M x {0,1}.

4. Fir W: M — M’ und W': M’ — M" ist die Verkettung W' o W gegeben
durch die Verklebung W LIy W/, siehe Abbildung 4.1.

Dann haben wir eine monoidale Struktur auf Bord; durch die disjunkte Vereini-
gung von Mannigfaltigkeiten M © M' := MU M’ sowie W W' := W LU W'. Die
monoidale Eins ist gegeben durch die leere Mannigfaltigkeit &.

Definition 4.1.5. Sei (V,®,1) eine monoidale Kategorie. Ein Monoid in V ist ein
Objekt A, zusammen mit einer Multiplikation u: A © A — A und einer Einheit
n:1 — A, die folgende Eigenschaften erfiillen:

1. ASSOZIATIVITAT. po (ida O u)owaaa = po (p©ida).
2. UNITALITAT. o (1 @ida) = £ und po (ida © 1) = pa

Vernachldssigt man «, £ und p, so kann man diese Eigenschaften wie folgt zeichnen:

ACAGA LK Aoa 10A~A01 Y 464
u@idAl lﬂ n@idAl \ lﬂ (4.1)
AGA —— A AGA ———3 A
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Ein Homomorphismus (A, i, 1) — (A’, 4, 1") von Monoiden ist ein Morphismus
p: A— A mitpon =7n"und pou =’ o (¢ ® ¢). Auf diese Weise erhalten wir
eine Kategorie Mon(V, ®, 1) von Monoiden in V.

Folgende Proposition verallgemeinert die Eindeutigkeit neutraler Elemente:
Proposition 4.1.6. Sind (A, u,n) und (A, u,n") Monoide, so gilt n = n’.

Beweisskizze. Im ersten (nicht-trivialen, aber erwartbaren) Schritt iiberzeugt man
sich, dass ¢3 = py gilt. Nun kénnen wir den Beweis aus Proposition 1.1.2 imitieren:

Noli=Lao(idi©y) =pe(pory)=pac(@idi) =nop=rnol.
Weil nun ¢4 ein Isomorphismus ist, folgt " = 1 wie gewiinscht. O

Beispiel 4.1.7. Der Begriff des Monoids verallgemeinert viele bekannte Konzepte:

1. Im Falle der monoidalen Kategorie (Set, x, ) sind Monoide dasselbe wie
klassische Gruppen (A, %,1,4), nur ohne die Forderung, dass alle Elemente
invertierbar sein miissen. Dieser Speziallfall wird auch klassischerweise als
Monoid bezeichnet. Homomorphismen von Monoiden sind Abbildungen
$p: A— A mitp(axa’) =¢(a)x¢(a’) und ¢(14) = 14

2. Im Falle der monoidalen Kategorie (Top, X, *) sind Monoide auch als topolo-
gische Monoide bekannt.

3. Im Falle der monoidalen Kategorie (Vecty, ®,K) sind Monoide dasselbe wie
K-Algebren, und Homomorphismen von Monoiden in Vecty sind dasselbe
wie Algebrenhomomorphismen.

4. Auch fiir abelsche Gruppen (und allgemeiner fiir Moduln iiber einem Ring)
gibt es ein Tensorprodukt, und Monoide in (Ab, ®,Z) sind dasselbe wie
Ringe (mit Eins).

5. Sei (C, L, @) mit kokartesischer monoidaler Struktur wie in Beispiel 4.1.3:2.
Dann gibt auf jedem Objekt A € ob(C) eine eindeutige Monoidstruktur, nam-
lich die Kodiagonale V 4: AL A — A, die festgelegt ist durch V4 01; = id4
fiir i € {1,2}, und den initialen Morphismus 77: & — A.

Wir konnen dem klassischen Begriff von Gruppen noch etwas naherkommen,
indem wir auch die Existenz von Inversen durch einen Inversionsmorphismus
ausdriicken. Dies geht allerdings nur fiir kartesische monoidale Strukturen.
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Definition 4.1.8. Sei (C, X, x) eine Kategorie mit kartesischer monoidaler Struktur
wie in Beispiel 4.1.3:1, und fiir jedes Objekt A sei e4: A — * der eindeutige Mor-
phismus. Eine Gruppe in C ist ein Monoid (A, y, 77), zusammen mit einer Inversion
w:A— A, die po (w,ida) =noeq = po (ida, w) erfiillt, in Diagrammen:

A X

A
<w,iV X
A LT Sa
<idAm /
AXA

Hierbei notieren wir durch (f1, f2): A — A x A den eindeutigen Morphismus, der
durch 7t; 0 (f1, f2) = f; definiert ist. Homomorphismen (A, u, 7, w) — (A’ u', 5, ")
von Gruppen sind Morphismen ¢: (A, u,n) — (A, ', '), fiir die zusitzlich noch
¢ ow = w' o ¢ gilt. Wir erhalten eine Kategorie Grp(C, x, )

Bemerkung 4.1.9. Wie bei Gruppenhomomorphismen vermute ich stark, dass die
Bedingung ,,¢ o w = w’ o ¢” schon aus den iibrigen Eigenschaften folgt, aber ich
hatte vor der Akademie keine Zeit gefunden, das sorgfiltig nachzurechnen. Das
kann ja mal jemand von Euch machen!

Hier noch eine ,vertrauensbildende Mafisnahme”, die zeigt, dass zweifaches
Invertieren wie erwartet nichts tut:

Proposition 4.1.10. Sei (C, X, x) eine Kategorie mit kartesischer monoidaler Struktur. Sei
(A, 1, m,w) eine Gruppe. Dann gilt w* = idy4.

Beweis. Wir bemerken, dass pa: A X * — A gerade die erste Projektion ist, vgl.
Aufgabe E.3. Nutzen wir nun Assoziativitdt und Unitalitdt, so sehen wir
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Beispiel 4.1.11. In der Geometrie sind drei Kategorien von Gruppen wichtig:

1. Gruppen in (Set, X, *) sind Gruppen im tiblichen Sinne.
2. Gruppen in (Top, %, *) sind bekannt als topologische Gruppen.
3. Gruppen in (Mfd, x, *) sind bekannt als Liegruppen.

Abschlie3iend wollen wir noch definieren, was es heifst, dass ein Monoid auf
einem anderen Objekt , operiert”. Dies fithrt uns zu den Begriff eines Moduls:

Definition 4.1.12. Sei (A, y,77) ein Monoid in einer monoidalen Kategorie (V, ®,1).
Ein A-Modul ist ein Objekt M, zusammen mit einem Morphismus A: A©® M — M,
der folgendes erfiillt:

1. ASSOZIATIVITAT. Es gilt Ao (u ®idpy) = Ao (idg ©®A) oaa 4 m-

2. UNITALIAT. Es gilt Ao (y ©idp) = .

Ein Morphismus (M, A) — (M’, A') von A-Moduln ist ein Morphismus f: M — M’
mit foA = Ao (idg ® f). Wir erhalten eine Kategorie Mod 4.

Beispiel 4.1.13. Wieder sehen wir, dass mehrere Konzepte vereinheitlicht werden:

1. Eine Gruppe G ist insbesondere ein Monoid in (Set, X, *). Dann ist ein
G-Modul dasselbe wie eine Menge X, auf der die Gruppe G operiert.

2. Eine topologische Gruppe G ist insbesondere ein Monoid in (Top, X, *). Dann
ist ein G-Modul dasselbe wie ein Raum X, auf dem G stetig operiert.

3. Ein Korper K ist insbesondere ein Monoid in (Ab, ®,Z). Dann ist ein K-
Modul dasselbe wie ein K-Vektorraum.

4.2. Monaden

In diesem letzten Abschnitt besprechen wir den Begriff einer Monade, der das
Konzept eines Monoids verallgemeinert und eng mit Adjunktionen verwandt ist.
Eine Moglichkeit, ihn zu motivieren, ist die folgende: Sei F: C = D :G ein Paar
adjungierter Funktoren, mit Einheit 7 und Koeinheit e. Wie viel davon koénnen wir
angeben ohne die Kategorie D zu erwdhnen?
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Bemerkung 4.2.1. Seien F: C = D :G sowie 1 und € wie oben. Dann haben wir
einen Endofunktor T := GF: C — C, d.h. die Einheit ist der Form 7: id¢c = T.
Setzen wir auflerdem y := Ger: TT = T, so kommutieren folgende Diagramme:

Ty

TTT — TT T —— TT
wﬂ ﬂﬂ TITﬂ \ H (4.2)
TT :ﬂ> T TT :V> T

Beweis. Fiir jedes X € ob(C) gilt

,uX e} T}lX = GEFX (¢] GPGEFX = G(EFX e} PGSF)() = G(eFX o Spcpx) = ,uX (e} ,MTX~
Ferner gilt ux o Tyx = G(epx o Fix) = Gidpx = idrx. O

Definition 4.2.2. Sei C eine Kategorie. Eine Monade auf C ist ein Tripel (T, u, 1), bei
dem T: C — C ein Endofunktor ist und p: TT = T sowie #: idc = T nattirliche
Transformationen sind, bei der die beiden Diagramme aus (4.2) kommutieren.

Die Diagramme aus (4.2) erinnern uns stark an die beiden Diagramme aus (4.1)
und tatsdchlich gilt folgende Aussage, fiir die wir uns nochmal die monoidale Ka-
tegorie der Endofunktoren ([C, C], o,id¢) aus Beispiel 4.1.3:4 in Erinnerung rufen:

Proposition 4.2.3. Eine Monade auf C ist dasselbe wie ein Monoid in der monoidalen
Kategorie der Endofunktoren.

Beweis. Man schreibe beide Definitionen nochmal aus und stelle fest, dass man
exakt das gleiche hingeschrieben hat. O

Beispiel 4.2.4. Wir kennen schon einige Monaden:
1. Jede Adjunktion liefert eine Monade, siehe Bemerkung 4.2.1.

2. Sei (V,®,1) eine monoidale Kategorie und sei (A, u, 77) ein Monoid Dann ha-
ben wir eine Monade T := A ® (—) mit ux := (u ©®idx) O”‘AAX TTX —» TX
und 77x = (7 ®@idx) o f3': X — TX.

3. Fiir eine Menge X bezeichne PX := {S; S C X} ihre Potenzmenge. Diese wird
zu einem Endofunktor B: Set — Set durch (Bf)(S) = f(S) C Y fur alle
f: X =Y, der mit der Struktur einer Monade versehen werden kann, und
zwar durch die Transformationen ux: PPX — PX und nx: X — PX mit

{S }IEI U Si, Ux(x) = {x}

i€l
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Kapitel 4. Monoidales

Definition 4.2.5. Sei (T, i, ) eine Monade auf C. Eine T-Algebra ist ein Objekt M
in C, zusammen mit einem Morphismus A: TM — M, fiir den Ao up = Ao TA
und A o 57y = idy gilt. Ein Morphismus (M, A) — (M’, A’) von T-Algebren ist ein
Morphismus f: M — M’ mit foA = A o Tf. Auf diese Weise erhalten wir eine
Kategorie Alg, von T-Algebren.

Beispiel 4.2.6. Sei (A, i, 17) ein Monoid in (V,®,1) und sei T die dazu assoziierte
Monade wie in Beispiel 4.2.4:2. Dann sind T-Algebren (und ihre Morphismen)
dasselbe wie A-Moduln (Ubung!).

Konstruktion 4.2.7. Sei (T, j1,17) eine Monade in C. Dann haben wir einen Vergiss-
funktor UT: Alg; — C. Dieser hat einen Linksadjungierten FT: C — Alg;: Sei X
ein Objekt in C, dann ist FT X := (TX, ux) eine T-Algebra. Sei ferner f: X — Y ein
Morphismus in C, dann ist FT f := Tf: TX — TY ein Morphismus von T-Algebren.
Sei nun (M, A) eine T-Algebra und X ein Objekt in C:

e Ist f: X — UT(M,A) = M ein Morphismus in C, so setzen wir
X L tm A M

o Istg: (TX,ux) = FTX — (M, A) ein Morphismus in Algy, so setzen wir

1x u'g

TX M

¢ X

AbschlieBend bemerken wir, dass die Monade (T, u, ) wie in Bemerkung 4.2.1
durch die adjungierten Funktoren FT: C = Algy :UT induziert ist, d.h. es gilt
T = U'FT, die Einheit der Adjunktion ist gerade 7 und wenn e: FTUT = idyg,
die Koeinheit bezeichnet, so gilt UTepr = .

Beweis. Das lasse ich Euch als Ubungsaufgabe G.2. O

Beispiel 4.2.8. Sei G eine Gruppe, also insbesondere ein Monoid in (Set, X, ).
Dann ist der freie G-Modul tiber einer Menge X dasselbe wie die Menge G x X,
zusammen mit der Wirkung g - (1, x) = (g * h, x). Dies rechtfertigt den Begriff
einer ,freien Gruppenwirkung”: Die Wirkung von G auf einer Menge M ist genau
dann frei, wenn M, als G-Modul, isomorph zu einem freien G-Modul ist.

Bemerkung 4.2.9. Sei F: C = D :G eine Adjunktion und sei (GF, 1, Ger) die
dazu assoziierte Monade im Sinne von Bemerkung 4.2.1. Wir kdnnen uns nun
fragen, ob die urspriingliche Adjunktion mit der neu konstruierten Adjunktion
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4.2. Monaden

FT: C = Alg, :UT iibereinstimmt (oder zu ihr in einem adidquaten Sinne iso-
morph ist). Dies ist nicht automatisch der Fall, aber falls es gilt, so nennen wir die
urspriingliche Adjunktion monadisch. Es gibt verschiedene Kriterien, um fiir eine
gegebene Adjunktion Monadizitdt zu priifen.
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